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ÁZ 
Múí(x, pdxrNíx,yidy 0 


alakú diflerenciálegyenletet meg tudjuk oldani, ha az alábbi feltételek 
(legalább) egyike teljesül: 

fal a diflerenciálegyenlet változói szétválaszthatók, 

(by Méés N ugyanolyan fokszárnú homogén függvény, 

éc) a differenciálegyenlet lineáris, 

fd) a ditferenciálegyenlet egzakt, 

(e) található alkalmas integráló tényező, 

rf) van olyan helyettesítés, amely ismert tipusra vezeti vissza 

a differenciálegyenletet. 


Néhány égyszerű helyettesítés 


A difflerenciálegyenlet alakja A célszerű helyettesítés 
v - (3) Yy 7 XI 

xx 
vy — flax-t-byit-- un — axtbyte 
y-4-y Pld —y 00) (Bernoulli) yi" — víx) 
Foa.y.y 0 y — píx 
FG.y,ya-0 y — pt) 


ax 3-bxy bey — férj (Eulen  y— et 
Az Mix, Yidx4t Nix, y)dy—0 diflerenciálegyenlet egzakt, 


öőM ag 

ha — s ——, 
dy üx 

A meégöoldásekkor: 


a 
Fíx.y- Í Ni, ndya [os n- [e] dx. 
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I, A DIFFERENCIÁLEGYENLET FOGALMA, 
SZÁRMAZÁSA 


Differenciálegyenletnek nevezzük az olyan egyenletet, amelyben 
deriváltak szerepelnek. Ez részletesebben azt jelenti, hogy 
a differenciálegyenletben szerepelhetnek konstansok, égy vagy 
több független változó, ezek valamilyen függvénye vagy 
függvényei, de a differenciálegyenletben szerepelnie kell c függ- 
vény vagy függvények az előbb említett független változó 
vagy változók szerinti közönséges, ill. parciális deriváltjának 
vagy deriváltjainak. 

Differenciálegyenlet például az alábbi egyenletek bármelyike : 


ív z 
W SZ x844, 


gt 
2) Szt 0, 
(3)  y—y sinx—cosx, 
(4)  y33yt4r—(, 
(5) vty—sinx—Ű, 
(6) yo a2győty se, 
(7) y93yta3y—0, 


Az öz 
(8) öx ötrTré 
rat. BNP : Kö "E 
0 aa ége zs 
du du du 
(10) 9x táv öz Ü 


Ha a differenciálegyenletben egyetlen független változó van 
[(1—(7) példák], akkor a derivált közönséges derivált és a dif- 
ferenciálegyenletet közönséges difflerenciálegyenletnek nevezzük, 
ha a differenciálegyenletben kettő vagy több független változó 
van, a deriváltak parciális deriváltak [(8—(10) példák], és 
a differenciálegyenletet parciális differenciálegyenletnek ne- 
vezzük. 

Ha az ismeretlen függvények száma egynél több, akkor 
— az ismeretlen függvények meghatározhatósága feltételének 
megfelelően — az ismeretlen függvények számával egyenlő 
számú differenciálegyenletből álló (közönséges vagy parciális) 
differenciálegyenlet-rendszerrel van dolgunk. Ilyen ditterenciál- 
egyenlet-rendszer pl. a következő: 


dvi 
da j" 
dya 
dx - Fi 


A differenciálegyenletek legtöbbször úgy keletkeznek, hogy 
valamilyen geometriai, fizikai, kémiai, műszaki, biológtai, 
technológiai, közgazdasági stb. probléma leírása vagy tanul- 
mányozása során összefüggést találunk az ismeretlen függ- 
vények és ezek deriváltjai között. 

Megjegyezzük, hogy az összefüggések megállapításakor, ili. 
a differenciálegyenletek felírásakor néha deriváltakat, néha 
differenciálokat fogunk használni. A két felírási módot egyén- 
rangúnak tekintjük. Így például ugyanaz a differenciálegyenlet 
felírható az 


hy 
xy — ett 


vagy az 
xdy —(vtxjdx, 


esetleg más alakban ís. 
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Gyakorló feladatok 


1. EŐ0 gramm cukrot vizbe szórunk. Az oldódás sebessége a még fel nem 
uidott cukor mennyiségével arányos. Írjuk le egyenlettel a folyamatot! 
Legyen a ( másodperc alatt felöldődött cukor mennyisége g gramm. 
A fel nem oldódott cukor mennyisége ekkor 100-g gramm. Ha kis, 


rt idő alatt dg mennyiségű cukor oldódik fel, akkor az oldódás sebessége s 
ft 
és ez arányos a még fel nem oldódott cukor mennyiségével, azaz 


da 
— — ktil00 — ag), 
7 É ag) 


ahol a X arártyossági tényező. A kapott egyenlet tehát közönséges dif- 
ferenciálegyenlet. (A differenciálegyenlet megoldását Il. a 38. oldalon.) 


Z. Tudjuk, hogy egy görbét az jellemzi, hogy bármely pontjában az 
érintő meredeksége az érintési pont koordinátáinak összegével egyenlő. 
JIellemeézzük a görbének ezt a tulajdonságát egyenlettel! 

Legyen a görbe egyenlete y—yíxh A görbe egy tetszőleges pontjának 
koordinátái ekkor Fix; y(x)). Az érintő meredeksége a P pontban m-—y (xx). 
A feltételek értelmében 

yixi — xtgyixk 
vagy röviden 

Yo s X8g. 
A felírt egyenlet közönséges diflerenciálégyenlet, (Meégoldását 1 a 
81. oldalon.) 


3. Ha egy testet elengedünk, akkor az szabadon esik. Írjuk fel a szabadon 
eső test mozgásegyenletét (a közegellenállástól tekintsünk ely! 

Mint ismeretes, a test a nehézségi erő hatására állandó eg gyorsulással 
mozog, ha a levegő légellenállásától eltekintünk. A gyorsulás az útnak 
idő szerinti második deriváltiával fejezhető ki, ezért ebben az esetben 


Fadalv! 
d: 


a keresett összefüggés; ez közönséges differenciálegyenlet. (Megoldását 
l. a 213. oldalon.) 


4. Írjuk fel a három állandót tartalmazó 
y - Ada Betr ár Ce 


függvény differenciálegyenletét! 
A függvény első három deriváltját kiszámolva 


y — 34e5325etseg ver, 
y" — OAGS44Betr 4 Ce, 
y" — 274e 4 8Bet ide" 





—m gp 


három egyenletet kapunk az ismeretlen három állandó meghatározására. 
A kiszámított ismeretleneket az érédeti egyenletbe visszahelyettesítve 
megkapjuk a keresett differenciálegyenletet. 

Gyorsabban jutunk célhoz, ha az 


Acéra BetrCer—y —0, 
346" 32Be"4Cer—y sű, 
a4e gp 4Be"t Ce —y" eü, 
27Ae"-t 3 8Bet"3 Ce y" sú 


nullára redukált homogén égyenletrendszert oldjuk meg, ahol az ismeret - 
lenek A, B. C, I. Ennek akkor van a trivtálistól különböző megoldása, 
ha determinánsa 0 (Il. pl. Scharnitzky Viktor: Mátrixszármirás, 239. oldal, 
Műszaki Könyvkiadó, 1970), vagyis 


e. es e -y 
jesz Ze es —y 
gés gen er yi 
27 Bel e —-y 
Ha az első oszlopból et"-et, a másodikból e""-et, a harmadikból £e7-et 
kiemelünk, akkar 


z ú 


1 l l —y 

es. 3 2 1] —-y Hi 
9 4 1l1-y 
z7 838 1-Y 


ill. a determinánst utolsó oszlopa szerint kifejtve 
essígye —12ya gy -12y) — 0. 
Mivel e" tü, ezért a görbe keresett diflerenciálegyenlete 
y"—6y"31lly—őy s 0. 
5. Küszöbölkük ki a 
z — axt3byi- ab 


kétváltozós függvényből az a és b állandókat! 
Differenciáljuk a kétváltozós z függvényt előbb x, majd y szerimt par- 
cialisan : 
Hz öz 


—- zzz Zax, —- — Zbv. 
ex dy 
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IF hbal 
I dz b 1 az 


i EZ ——— 8 S sm " 
Zx dx 2y dy 
ts ezt az eredeti kifesezésbe helyettesítve 
x dz ydz 1l dz öz 
z———t1——t———, 
zZdx 2 dy d4xyüx 9y 
ill. 4xy-nal végigszorózva 
edz dz dz8 
— Tr 2ry 24 . 
dx dy dx dy 


A kapott összefüggés parciális difflerenciálegyenlet. 


Axyz — Zxiy 


II. A DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 
OSZTÁLYOZÁSA 


A differenciálegyenleteket különféle szempontok. szerint lehet 
osztályozni és ennek eredményeképpen többféle jelzővel ellátni. 
E megállapítások a megoldás menetének és módszereinek meg- 
határozásakor nagyon fontosak lehetnek. 

1. A differenciálegyenlet rendje az egyenletben szereplő leg- 
magasabb rendű derivált rendszámával egyenlő. Így például az 
előző fejezet példái közül az (1), (5), (8), (10) differenciálegyen- 
letek elsőrendű, a (3, (3), (4, (7), (9) differenciálegyenletek 
másodrendű differenciálegyenletek, a (6) egyenlet harmadrendű 
differenciálegyenlet. 

2. A közönséges differenciálegyenletek közül azokat, ame- 
lyekben az ismeretlen függvény és ennek deriváltjai legfeljebb 
csak az első hatványon fordulnak elő és szorzatuk nem sze- 
repel, lineáris differenciálegyenleteknek nevezik. Minden más 
differenciálegyenlet  remlineáris  differenciálegyenlet. Lineáris 
egyenlet például az (1), (2), (3), (hi egyenlet. 

3. Ha a közönséges differenciálegyenletben van olyan tag, 
amely állandó, vagy amelyben csak a független változó szerépel, 
akkor a differenciálegyenlet inktomogén. ha nincs, akkor 
homogén. Az (1—(7) példák közül a (2), (4) és (7) differenciál- 
egyenlet homogén, a többi inhomogén. 

4. Ha a közönséges differenciálegyenletben a függvényt és 
deriváltjait tartalmazó tagok együtthatói állandók, akkor 
a differenciálegyenletet állandó együtthatós differenciálegyenlet- 
nek nevezzük. Így például az (1), (2), (4). (5), (6), (7) egyenletek 
állandó együtthatós differenciálegyenletek. A nem állandó 
együtthatós  differenciálegyenleteket szokás függvényegyütt- 
hatós differenciálegyenleteknek 15 nevezni. 
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Az állandó égyűtthatós differenciálegyenletek elsősorban 
u hneáris differenciálegyenletek körében játszanak lényeges 
szerepet, ezért szokták őket a lincáris differenciálegyenletek 
fontos speciális cseteként is tárgyalni. 

Az előbb felsorolt jelzőket ismerve pl. a (3) egyenlet másod- 
rendű, lineáris, függvényegyütthatós, inhomogén közönséges 
diflerenciálegyenlet, a (7) egyenlet másodrendű, nemlineáris, 
állandó együtthatós, homogén közönséges differenciálegyenlet, 


a (10 egyenlet elsőrendű háromváltozós parciális differenciált 
cgyenlet. 


Gyakorló feladatok 
1" Milyen differenciálegyenlet a következő: 
(yt a-yjdxH(xy—xidy zz 0. 
Átrendezve az egyenletet az 
xégry-toajyy—-xy sű 


alakról már látszik, hogy egy elsőrendű (a legmagasabb rendű derivált 
az most, eneáris (mert pl. az y és az első derivált szorzata is fellép) 
; 1 (mert csak x-től függő tag nincs benne), fü nyegyütthat 
differenciálégyenletről van szó. ), "egvényegy atós 
2. Állapítsak meg a 


íly txy 
FL — 3 
xyi1 


dilerenciálegyenlet rendjét! Lincáris és homogén-e az egyenlet? 
Kendezzük előbb az egyenletet ; 


(Lya — 3xy-r3, 
4y4-dxy"—3xytx1—3 50. 


A ditlerenciálegyenletnek erről az alakjáról már könnyen leolvasható, 
hogy a differenciálegyenlet másodrendű (van benne vy") nem lineáris 
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(v" a négyzeten van), inhomogén ívan csak x-től függő tag, az x7) közön- 
séges differenciálegyenlet. 


3. Milyen differenciálegyenlet a következő: 


d ja Ai Had Ai du 
— ———— Th -ama z g 
s dx: T 


derdy dx 
A kétváltozós u függvény legfeljebb második parciális deriváltjai for- 
dulnak elő a differenciálegyenletben, ezért ez másodrendű parciális díf- 
ferenciálegyenlet. A jobb oldalon csak x-től függő tag van, ezért az egyenlet 
imhömögérn. 


x 
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III. A DIFFERENCIÁLEGYENLETEK MEGOLDÁSA 


Differenciálegyenletet megoldani annyit jelent, mint meghatá- 
rozni mindazokat a függvényeket, amelyek a deriváltjaikkal 
együtt azonosan kielégítik az adott differenciálegyenletet. Ezek 
a függvénvek a diflerenciálegyenlet meroldásai. Mivel a diffe- 
renciálegyenleteket általában integrálással oldjuk meg, a meg- 
oldást szokás a differenciálegyenlet integráljának 15 nevezni és a 
megoldások megkeresését a diííferenciálegyenlet integrálásának. 
Például az 


y — 12x 
másodrendű differenciálegyenleteknek megoldása az 
y7- 2514 Axt8B 
függvény, mert 
y — 644, 
y — 12x. 
A differenciálegyenlet megoldása lehet általános vagy parti- 
kuláris megoldás, és lehet reguláris vagy szinguláris megoldás. 
Az n-ed rendű közönséges differenciálegyenlet általános meg- 
oldása az a függvény, amely pontosan n számú, tetszőleges, 
egymástól független állandót (paramétert) tartalmaz és deri- 
váltjaival együtt azonosan kielégíti a differenciálegyenletet, 
Az y — 12x differenciálegyenletnek az vy—2x? 4 Ax 4 B függ- 
vény az általános megoldása, mert két egymástól független 


állandót (paramétert) tartalmaz (ezek A és B) és kielégíti a diffe- 
renciálegyenletet. 
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A n-ed rendű közönséges diflerenciálegyenlet partikuláris 
megoldása az a függvény, amely legfeljebb r— 1 számú, tetsző- 
leges, egymástól független állandót (paramétert) tartalmaz, 
és deríváltiaival együtt azonosan kielégíti a differenciálegyen- 
letet. Speciális esetben a partikuláris megoldás egyetlen para- 
métert sem tartalmazhat. Általában (de nem mindig!) az álta- 
lános megoldás tartalmazza az összes partikuláris megoldást, 
ezek az általános megoldásból úgy kaphatók, hogy az ott sze- 
replő paramétereknek meghatározott értékeket adunk. 

Mivel ezt végtelen sok módon tehetjük meg, egy differenciál- 
egyenletnek végtelen sok partikuláris megoldása van. 

Ha az előbbi példában 4—1, 8 — —2, akkor 


y — 2x9tx—2. 


Ez a differenciálegyenlet egy partikuláris megoldása. 

A differenciálegyenlet valamely partikuláris megoldásának 
kiválasztásához feltételeket kell megadni. Egy r-ed rendű 
közönséges differenciálegyenlet esetében meg lehet adni a 
független változó egy adott értékéhez tartozó függvényértéket, 
az első, második, ..., (r—1)-edik derivált értékét. Ezek a kez- 
dett feltételek. Ha mind az n számú adatot megadjuk, a parti- 
kuláris megoldás nem fog paramétert tartalmazni. 

Előző példánkban legyen x—1 és y(1)—2, y(1)— 3. (Másod- 
rendű differenciálegyenlet esetén két kezdeti feltétel szükséges 
a paraméterek kiküszöböléséhez) Ekkor a behelyettesítést 
elvégezve 


y(1h—27- 2347 B, 
y(1)—3- 614. 
A második egyenletből 


4 ——3, 
és ezt az elsőbe visszahelyettesítve 
B — 3. 


Az adott kezdeti feltételeket kielégítő partikuláris megoldás 
tehát 
y — 32x79—3x13. 
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Ila csak egy kezdeti feltételt adtunk volna még, akkor csak 
cgy paramétert sikerült volna kiküszöbölnünk. A kapott 
(üggvény természetesen most is partikuláris mégoldás. 

Ha példánkban csak az y(1)-2 kezdeti feltételt adjuk meg, 
akkor ennek segítségével a 


— 2--4tB 
egyenlethez, és ebből a 8 —— 4 feltételhez, maki az 
vs 2274 4x— A 


partikuláris megoldáshoz jutunk el. 

Az n-ed rendű közönséges differenciálegyenlet valameiy 
partikuláris megoldását úgy is ki lehet választani, hogy meg- 
adunk legfeljebb n számú összetartozó x és y értéket (pontot), 
amit a partikuláris megoldásnak ki kell elégítenie. Ezek a 
kerüleri vagy határfeltételek. Ha pontosan n számú kerületi 
feltételt adunk meg, a partikuláris megoldásban nem lesz 
parameter. 

begyen előző példánkban most x,— 1], Vy1—3; x.—2, ya—5. 
! kkor 

3—-2147 8, 


8 — 164247 8. 


Megoldva az egyenletrendszert 4 — —3, 87-10. Így a kerületi 
feltételeknek eleget tevő megoldás 


y — 2x9—9x-k[Ü. 
Az elsőrendúü 
F(x,yy)—6 
közönséges differenciálegyenlet 
BHíx,y,cj mü 


általános megoldása az x, y síkban egy egyparaméteres görbe- 


sereget határaz meg. ; 
Az itt megadható y-gÉxil kezdeti feltétel (összetartozó 


értékpár) geometriailag egy P.Cxi; ya) pont megadását jelenti, 
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és Így az ezt az egy kezdeti feltételt kielégítő partikuláris meg- 
oldás a görbeseregnek azt a görbéjét jelenti, amely áthalad 
az adott P, ponton (1. ábra). 
A másodrendű 

Fix,yy,y)-0 
közönséges differenciálegyenlet 

bix, y, A. 8)—0 
általános megoldása az x, y síkban egy kétparaméteres görbe- 
sereget határoz meg. 


§ 







drxyce)-ő 


1. ábra 


Az itt felírható két kezdeti feltétel geometriai jelentése a kö- 
vetkező: az xy, és vy, megadása — amint már láttuk — egy 
olyan pont kitűzését jelenti, amelyen a partikuláris megoldást 
jelentő görbének át kell haladnia. Az y(x)-yi megadása 
geometriailag azt jelenti, hogy a F, ponton áthaladó görbék 
közül azt választjuk ki, amelynek érintője € pontban az adott 
vi meredekségű. j 

Példánkban az yx(1)—2, v(1)—3 kezdeti feltételek azt jelén- 
tették, hogy a P(1: 2) ponton áthaladó és ott m—3 meredekségű 


z0 


érintővel rendelkező görbét választottuk ki az általános meg- 
oldás által meghatározott kétparaméteres görbeéseregből. 

Az y(1h— 3, yí2)—8 kerületi feltételek megadása pedig geo- 
metriarlag azt jelenti, hogy a kétparaméteres görbeseregből 
azt a görbét választjuk ki, amely áthalad az adott P(1: 3) és 
P(2 8) pontokon. 

italában egy n-ed rendű, közönséges differenciálegyenlet 
általanos megoldása egy 1-paraméteres görbesereget határoz 
meg. 

Ha a differenciálegyenlet általános megoldásának para- 
métere vagy paraméterei helyébe értékeket helyettesítünk, 
akkor partikuláris megoldásokat kapunk. Ném biztos azonban, 
hogy ilyen módon megkapjuk az összes partikuláris megoldást. 

Emlitettük, hogy a differenciálegyenlet megoldásai között 
megkülönböztetünk reguláris és szinguláris megoldásokat. 
Most ezekről részletesebben szólunk. 

Ha az 


vén — fix, V, y, y, ..: a pén) 


n-ed rendü, közönséges differenciálegyenlet jobb oldalán álló 
függvény valamennyi változójának egy T zárt tartományban 
levő bármely fxa. ya) F(X... BC) értékrendszeré- 
hez egy és csakis egy y—J(x) függvény tartozik, amely azonosan 
kielégíti a diflerenciálegyenletet és a megadott kezdeti feltétele- 
ket (unicitás feltétele), akkor éz az v—wy(x) függvény a differen- 
ciálegyenlet reguláris megoldása. 

Az előbb felírt s-ed rendű differenciálegyenlétnek akkor és 
csak akkor van reguláris megoldása, ha a jöbb oldalon álló 
f függyény 7-ben korlátos, folytonos és eleget tesz az alábbi, 
ún. Lipsehitz-féle feltételnek [R. Lipschitz (1832—1903) német 
matematikus] : 


IE. Vas Pas seg YE) (x ga Ja ED E 
s M(ly.—yil- [92—yi[ 4 ... 4 lyár 9 — pír b), 


uhol AM pozitív állandó. 

Az f függvényre például biztosan teljesül a Lipschitz-féle 
feltétel, ha a 7 zárt tartományban f elsőrendű parciális deri- 
váltjai léteznek és folytonosak. 


Z1 


A differenciálegyenlet olyan megoldását, amely egyik pont- 
jában sem tesz eleget az unicitás feltételének, szinguláris meg- 
oldásnak nevezzük. Ennek értelmében egy szinguláris megoldás 
bármely (x; vh pontjának tetszőleges környezetében legalább 
két olyan integrálgörbe létezik, amely e ponthoz tartozó 
kezdeti feltételeket kielégíti. Így például ha az / függvény kor- 
látos és folytonos, akkor szinguláris megoldások csak azokon 
a pontokon haladhatnak keresztül, amelyekben a Lipschitz-féle 
feltétel nem teljesül. 

A szinguláris megoldás nem tartalmaz integrációs állandót 
és ezért nem származtatható az általános megoldásból a tetsző- 
leges állandó speciális megválasztásával. A szinguláris meg- 
oldás geometriai jelentése : az általános megoldás ábrázotásakor 
kapott görbesereg burkolója. Fordítva általában nem igaz 
az állítás. A görbesereg burkolója nem biztos, hogy a díit- 
ferenciálegyenlet szinguláris megoldása. 

Például az y"—l2x differenciálegyenlet v—2x"tA4xit B 
általános vagy y — 263—3x-3 partikuláris megoldása bár- 
mely [a, b] zárt intervallumban reguláris, hiszen a differenciál- 
egyenlet jobb oldalán álló f(xj—l2x függvény deriváltja: 
f(x) 1 Tétezik és folytonos bármely la, b] intervallumban. 
Ennek a differenciálegyenletnek szinguláris megoldása nincs. 

Ezzel szemben például a 


2Z(yYtxy—y 5 Ű 


differenciálegyenletnek van szinguláris megoldása. Tekintsük 
ugyanis az y kifejezéséből adódó 


, —xtVét By 
y z fix SZ 


függvényt. Ennek parciális deriváltjai 
fo NŰ 44 A 
ax Ni 4 Vxt18y , 


df 1£. 4 
——— S —  -——- —————— 
dy  4l vVxa3á8y 
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az x5-k év — 0 esetben nincsenek értelmezve, így a Lipschitz- 
feltétel az ebből adódó 


parabola pontjaiban nem teljesül, Könnyen látható, hogy az 


előbbi függvény partikuláris megoldása a differenciálegyenlet- 
rek, hiszen 


v 


y 5 — 


B] 


és ezt az egyenletbe helyettesítve 
xy xh x 
a] — — —— 
a)-e Jeg 


valóban teljesül. Ezért differenciálegyenletünknek az y — — 


Tk 


ax? 


8 





partikuláris megoldása szinguláris megoldás. 
AZ is könnyen látható, hogy differenciálegyenletünknek 
általános megoldása 
yz Cxt20? 
alakú, hiszen Y—C és így 
26" 310x—ClCx—2Ct 0 


valóban teljesül és C szabadon választható paraméter. Figyel- 
jük meg, hogy az 


y- €Cx-kH2C? 


általános megoldásból (sugársor egyenlete) az 
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szinguláris megoldás (parabola egyenlete) semmiféle C érték 
esetén sem kapható meg. A parabola a sugársor egyenésémek 


a burkolója (2. ábra). NN 
Azt a függvényt, amely eleget tesz egy adott parciális drf- 
ferenciálegyenletnek, a parciális differenciálegyenlet egy integ- 


r) 


FÁS 
§ sg 
S 

2. ábra 


ráljának nevezik. Ha ez az integrál tetszőleges függvényeket 

tartalmaz, akkor a differenciálegyenlet általános megoldásának 

nevezik, ha tetszőleges állandókat, de tetszőleges függvényeket 

nem, akkor az integrál a differenciálegyenlet teljes megoldása. 
Például a 


Hz 
öx —m axty 


parciális differenciálegyenletet a 


2 zat txytVÜ) 


függvény kielégíti, hiszen 


öz 


—— az ( a 
dx X--y 
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és ez a függvény differenciálegyenlet általános megoldása, 
mert tartalmaz egy tetszőleges függvényt, a (ly) függvényt. 
Ezzel szemben a 
ÖZ OZ 


azta 


parciális diflerenciálegyenletnek a 


I 


z x-er(3x—2y) 4 ez 


függvény a teljes megoldása, mert 


Oz —- 2 a 
dx "xv 
öz 

gy Ta 


és így az eredeti differenciálegyenlet bal oldalába helyettesítve 


ami a jobb oldallal azonos. A megoldás két tetszőleges állandót 
tartalmaz, tetszőleges függvényt nem, 


Gyakorló feladatok 
1. Mutassuk meg, hogy az y — 2x4-Ce" az 
y-y 5 2(1—x) 
differenciálegyenlet általános megoldása, és keréssük meg azt a parti- 
kuláris megoldást, amely kielégíti az x—ű, vy—3 feltételeket, 
Mivel az v —2xt4tCe" egy tetszőleges állandót (paramétert) tartalmaz, 
és az adott égyénlet elsőrendű közönséges differenciálegyenlet, ezért a fel- 
írt megoldás csak általános megoldás lehet. Valóban az, mert differenciálva 


y —-—24Ce, 
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és így a differenciálegyenlet bal oldalába helyettesítve 
2-4Cer—í2xtCe") — 2(1-—x) 


ami a jobb oldallal azonosan egyenlő. 
Az adott feltételek alapján 


3 — 2-03€Ce—- CT, 
és így a kereésétt partikuláris megolrás : 
Fa — 2x-t3e7. 


2. Bizonyítsuk be, hogy az v — Ce"—űCoet"tx függvény a 
By . dy 
——3—71-2y — 2x—3 
da dx" 


differenciálegyenlet általános megoldása, és keressük meg az egyenlet 
integrálgörbéi közül azt, amely áthalad a F (0; 0) és P(1; 0) pontokon. 
Ha az adott differenciálegyenletbe behelyétteésítjük az 


y—- Cette ette, 


d 
-— — Cjer2Cyetrr], 
x 


d: y 

dx 
kifejezéseket, akkor 

Ce raC,etr— (erezett 1) (Cette tax) — 2x—3, 


az Ce hác et 


ami az adott differenciálegyenlet iobb oldalával azonosan egyenlő, tehát 
az adott függvény másodrendű differenciálegyenletünknek valóban meg- 
oldása. A megoldás általános megoldás, mert két független állandót tar- 
talmaz, és geometriai jelentése égy kétparaméterés görbésereg. 

A görbeseregnek az a görbéje, amely az adott F, és P, pontokon halad 
át, e pontok koordinátáit felhasználva azonnal meghatározható. Ha ugyanis 
xzt és y—Ú, akkor 


C.:H1ű: 5, 
ha x—]1 és y—ű, akkor 
CC etü.e: — —]. 
A két egyenletből 
C1——Cs— : , 





01— e 


z6 


és a keresett partikuláris megoldás 


ese 
y- —g- Tt. 
—e 
43, Van-e az 


yívyr—2xytys0 


differenciálegyenletnek szinguláris megoldása? 
Az egyenletből y-t kifejezve 


F 2xtk V4x1—dy? e xt Fxt— yt 
Ly y 
Az f(x, y) függvény parciális deriváltjai 


9 1] x 
leir Leger ). 


PF z fix, y). 








KE ll — 3... uit 
vö FT ei kő-y 
dy y §i 
ke l xtYxi-j 

tyYxi—y? y I 


A parciális dériváltaknak nincs értelme, ha 


x—-4—Ű, azaz yz ig, 
IL, ha 
y 70. 


Az p1—X, Ya — xx é5 4 Ü függyények megoldásai az eredeti differenciái - 
egyenletnek, mert yy—]1, y4 — --1, y5—0, és behelyettesítve a differenciál- 
egyenletbe 

x:11—2x:14x 50, 

(— xi — 137 —2x(—1)—x — 0, 

07570 


valóban teljesül. Tehát yi, Pa és Ya a differenciálegyenlet szinguláris meég- 
oldásai, 
Könnyen látható továbbá, hogy az 


yi — 20x—-C: 
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egyenlettel megadott parabolasereg (C tetszőleges állandói általános meg- 
oldása a differenciálegyenletnek, hiszeri 


vy  £V2Cx—CE 
és behelyettesítve 


re  -; tV2Cx—C? 


TT 
2€x— €: b F2Cx— CC 


C1—2CxX 
— 1—— ht FCC 0 
K2Cx— Cs 


valóban teljesül, Ha €—ú, akkor y—0 és így a parabolasereghez az x ten- 
gely ís hozzá tartozik. Azx tengely tehát nem szinguláris megoldása a dif- 
ferenciálegyénletnek, mert az origótól eltekintve minden pontján át csak 
egy integrálgörbe halad át. A diíferenciálegyenlet szinguláris megoldásai 
tehát az y—x és y, ——x egyenesek. Az egyenesek minden pontján 
(az origót kivéve) két integrálgörbe halad át: egy parabola és az illető 
égyenés, az origón pedig a két egyenes. Ezek az egyenesek a parabolák 
érintői a közös pontokban, 
Ugyanis például az 


YE Xx 
egyenes és a €—1 értékhez tartozó 
yt — 2x—1 


parabola közös pontja a P(l;1) pont, és a parabola érintőjének irány- 
tényezője a pontban a differenciálással kapott 


2Zyy —2 
egyenletből 


l 
y Ty" ví(l-1, 


ami megegyezik az y—x egyenes meredekségével. Ez bármely parabolára 
hasonló módon belátható. 

Az y—tx egyenesek a parabolák Burkolói. A 3. ábrán a €—I és 
C€ 5 —1 paraméterhez tartozó parabolákat (reguláris megoldások) és 
az y—Xx És v, — —x egyeneseket tüntették fel, ezek a differenciálegyenlet 
szinguláris megoldását. 
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4 
U-X 
ff --Xx 4 UaZx-f 
yek 11——fP( 1) 
I 
A 
I I 
hé NI éj X 
Üzef Őz 


3. ábra 
4. Mutassuk meg, hogy az 


ez öz 
kénttrrit dat ékrrűzéknti 


parciális ditfferenciálegyenletnek általános megoldása 
PB(x:-H2yz, xty-btz)— ül 
alakú, ahol $ parciálisan differenciálható, de egyébként tetszőleges függ- 
vérty ; teljes megoldása pedig 
x42yz — elxtyizit és 
alakú, ahol cz és cs, tétszőleges állandók. 


j Legyen x3-4-2yz 7 u £-4y1-z — r. Ekkor az implicit, majd az összetett 
fűüggyények differenciálási szabálya szerirtt 


ab ab d Sb Ay ab ap 
öz a önök ga Mae 
ELER EÉSEENE 
Hz du Sz dr Sz du de 
db ab An 98 d ad ab 
öz gy au öv dr 9 s zta 
d dB — J6da DBR 96 96" 
E YE TAT ETETETT 
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Ezt az éredeti egyenletbe helyettesítve és a lörtéket kiküszöbölve K Ö Z. ÖNSÉGES 
0-5 (gt) res 37.270] - DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


eu de 


A. műveleteket elvégezve azonnal látszik, hogy a kapott egyenlet azortos- 
ság, tehát első állításunkat igazoltuk. 
Második állításunk igazolásához számítsuk ki az 


xt42yz—elxtytz] te —ŰÜ 


e a . 
egyenletből 1 és . parciális deriváltakat. Az F(x, y, z) alakú implicit 
A xx 


függvény differericiálási szabálya szérint 





aF 
az ax Hi 2x— Ci 
dx dF — 2y—e 
Az 
JE 


az dy 27—€i 


—ET ntén ETT 


By j aF T 2y— éj j 











öz 
Ezt az eredeti differenciálegyenlet bal oldalába helyettesítve 
1x—e 27Z—-e 
—íy-2) -—(x—y) .- 
2y— e, 2y— Ci 


2xy-$eiz-—-3yz— ex z(2y—eg—xí(2y—eg 


24y—-€i Ly— e 


— 


FT 


ez pedig a differenciálégyenlet jobb oldalával azonosan egyenlő, tehát 
x313-2yz—elxtyr-kzh tű 


valóban teljes megoldása az adott differenciálegyenletnek. 
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I. ELSŐRENDÜ DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


A. ELSŐRENDŰ, v-BEN ELSŐFOKÚ DIFFERENCIÁL- 
EGYENLETEK 


Az elsőrendű, y-ben elsőfokú differenciálegyenletek általános 
alakja 


M(x, yjdx 4 N(x, v]jdp 0, 


ahol M(x, y) és N(x, y) a sik valamilyen adott TF tartományában 
értelmezett folytonos függvények. Az Míx,y) és Níx, y) 
függvények típusától függően a differenciálegyenlet megoldása 
más-más módszerekkel történik. 

Megemlítjük, hogy az elsőrendű dilíterenciálegyenleteknek 
érdekes geometriai tartalom tulajdonítható. Egy 


d 
íz 7 feY) 


explicit alakú differenciálegyenlet az (x, y) pontok ama f tar- 
tományában, amelyben az égyenléteknek van megoldása, 
minden (Xg, Va) ponthoz égy Irányt határoz meg. Ez az 


dy 


mt dx Ég Va) 


z fen yo) 


irányhatározó, ahhoz az integrálgörbéhez húzható érintőnek 
a meredeksége, amely áthalad az (xg , yo) ponton. A Tf tartomány 
minden pontjához rendelt irányok összességét iránymezőnek 
nevezik. A 4. ábrán a 


dy 
ge 


33 


4. ábra 





differenciálegyenlet által létesített iránymező néhány pontjában 
megrajzoltuk az irányt és a pontokon áthaladó integrálgörbét, 
amelynek e pontbeli érintője ezzel az iránnyal egybeesik. 
Az integrálgörbék az 


y7- xte 
egyenletű parabolák. 


1. EXPLICIT ALAKÚ, ELSŐRENDŰ DFFERENCIÁL- 


EGYENLETEK 


Ha az 
MÚx, yjdxt Nix, pidy — 0 


általános alakú, elsőrendű differenciálegyenlet rendezéssel 
ely 
—— —— XX 
af 
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vagy 


dy 
ga" gíy) 


alakra hozhatá, explicit alakú, elsőrendű diftferenciálegyenletről 
beszélhetünk. A differenciálegyenlet általános megoldása az 
első esetben közvetlenül integrálássail kapható meg 


yz f f(xddx sz F(OXYt e; 


a második esetben pedig az összetett függvény integrálási 
szabálya alapján [ha gí(y)-0) (I. Bárczy Barnabás: Irttegrál- 
számítás, Műszaki Könyvkiadó, 1972). 


dy 
z p —— — G(y) te. 
J ev 0 
Gyakorló feladatok 
1. Oldjuk meg az 
vy-2smx 


alakú differenciálegyenlétet! 
A differenciálégyenlet explicit alakú, tehát integrálva az általános 


megoldás 
y——2eos arte, 


ahol c tetszőleges konstans. Áz integrálgörbék egybevágó görbék, amelyek 
az y z —2 cos x függvény görbéjéből az y tengely mentén történő eltolással 
kaphatok meg. 


2. Keressük meg az 


l 


É Ún ——— 


li xtl 
differenciálegyenletnek azt az integrálgörbéjét, amely áthalad a P(( 1) 
ponton. 
Intégrálva 


y 5 In]xi1I--in e, 
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ahol a tetszőleges konstanst célszerűen In c alakban írtuk fel, Az általános 


megoldás tehát 
zs In clx-- 1]. 


Ha x—0 és y—1, akkor 1 -1ln c alapján c—e, és a kétésett partikuláris 


megoldás 


z In elx--1I — In lxt 11-41 


alakú. A partikuláris megoldást az 5. ábrán vastagítással jelöltük. 


Xa-f 


—  — a am m. L  —— —— 


Ms 


3, ábra 


3. Megoldandó az 
yy-l 


differenciálegyenlet, 
A differenciálegyenlet 


dy 


1 
dx y 
explicit alakú, tehát az általános megoldás 


y" 
Xs fdy — art 
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ke 


jönn ) 


alakú, Ebből y kifejezhető 
3 nk 
y — F3x—c. 


4. Oldjuk meg az 
yty s] 


differenciálegyenletet. 
A differenciálegyenlet 


y-1—y 


explicit alaku, tehát az általános megoldás 


1 
X — ÍV, 
fé 





ha y tl. Az integrálást parciális törtekre bontással végezzük el: 





fee [stee 
1 zt tizy aze TT 


— a (— nil — yI-- In H--yh — Ín VI. 


Az általános megoldás tehát 
1--y 


x-ny he ne - me jET. 
1-y 








Vegyük észre, hogy az előbb kizárt y —41 függvények is megoldásai 


a differenciálegyenletnek. Az általános megoldásból v kifejezhető; 


ke""-1 
— ketsiil" 


1 
ahol k— —. 
T ira 
Más alakú megoldást kapunk, ha tudjuk, hogy 


Jazzéz mt ha ly -], 





ha [yI5—1. 





TET 
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Ezt felhasználva 


x — arcthy3-e, ha I[yj-], 
x — arcthy-t-e, ha 1y]j-], 


vagy y-t kifejezve 


y s thíx—ce), 
y — cth(í(xr—cek 


2. SZÉTVÁLASZTHATÓ VÁLTOZÓJÚ DIFFERENCIÁL- 
EGYENLETEK 


AZ 
Mix, yjdxt Nix, yjdy— 0 


elsőrendű differenciálegyenlet változói szétválaszthatók (sze- 
parálhatók), ha az egyenlet telírható az 


ft) e (dx Flag (p)dy — 0 


alakban. Ugyanis, ha gíyAíx)-0, akkor elosztva ezzel 
az egyenletet 


FI EY 
ADÓT teg 97 B 


vagy más jelöléssel 


F(x)dxtGíyidy — Ű, 








és itt az x, ill. y változó csak egyetlen egy tagban szerepel, 
ezzel a változókat szétválasztottuk. A differenciálegyenlet 
általános megoldása integrálással kapható : 


fFeddxrf G(y)dy — C. 


A gyakorlatban legtöbbször az egyenlet egyik oldalára az 
egyik, a másik oldalára a másik változót tartalmazó kifejezé- 
seket szokás összegyűjteni. Vigyázzunk azonban arra, hogy 
melyik változót tartalmazó kifejezéseket az egyenlet melyik 
oldalára gyűjtjük, mert ez nem önkényes, hanem ebben az ését- 
ben az x változót tartalmazó kifejezéseket oda kelf átvinni, 
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ahol a dx szorzóként szerepel, és hasonlóan az v változó 
kifejezését arra az oldalra, ahol dy szorzó. 

Az integrációs konstanst fölösleges az egyenlet mind a két 
oldalán feltüntetni, azt legtöbbször az x változó oldalán szokás 
kitenni. 


Gyakorló feladatok 
1. Öldjuk meg az első rész I. fejezetének 1. gyakorló feladatában felirt 
VA — k(100— a) 
differenciálegyenletet. Ménnyi cukor lesz az oldatban /; másodperc múlva? 
A változókat szétválaszthatjuk : 
da 
141—g 





— kdt. 


Integrálva 
—in (100 —g3 — kt —e, 
Ha e alapra emeljük mind a két oldalt 
100— ag — ee ktte — Ce-rt 
amiből 
ag — 100—€Ce-tt 
Ennyi gramm cukor lesz r másodpérc múlva a vízben oldott állapotban. 
2. Oldjuk meg a következő diflérenciálégyenletet : 


xx dxtiyt-]lédy s €. 
ÁZ 
dx — —(yitlédy 


átalakítással a differenciálegyenlet változóit szétválasztottuk, és az egyenlet 
mind a két oldalán intégrálva 


ax (ly 


HNFE ze Tr 
3 





amiből az általáncs megoldás 
3x134(y—-1y e 
alakban 15 felírható, ahol —12ec — € 
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3. Oldjuk meg a következő differenciálegyenletet : 5. Írjuk fel az alábbi differenciálegyenlet általános megoldását : 
4xy"dy—-3vidx — xy" dxt32xdy. 








; 4y 
Kíséreljük meg szétválasztani a változókat! Kiemeléssel HF 7 xí(v—3) 7 
2x(2y—dy — y?(x43)dkx, dy 
és osztással (xscÚ, y:0) y helyébe Fr" -et írva és rendezvé, az 
2y—1] xt3 
vi dy 27 dx. y dy - Ed 
p x 


A szétválasztás sikerült, integráljunk mind a két oldalon; 

i alakú egyenlethez jutunk, ahol y nem lehet 0. (Az x:-0 feltételt felesleges 

2 Im Ily] 4— — g xi lxd-Fe ismét kimondanunk, mert ha x—ű, akkor az eredetileg felírt differenciál- 
2y 2 2 j egyenletnek sincs értelme.) A változókat sikerült szétválasztanunk, Ha az 


let bal oldalát 
Ebből az általános megoldás implicit alakban egyenlet bal olda 


3 
gi I e —— 5) dy 
Könnyen látható, hogy a kizárt vy—0 függvény is megoldása a dif- alakban írjuk fel, könnyen integrálhatunk, és így 


ferenciálegyenletnek. 
y—-3iniy] — 4ln [x]-tIn e, 


amiből 
y — In [93]-Hln x1--ln e, 


4. Keressük meg az 
y(íbtádxjy —1 
difflerenciálegyenlet általános megoldását! azaz 


d —] sti, 
Ha y" helyébe — -et írunk és a változókat szétválasztjuk, akkor az y s In leyőxti 
dx ÉS éz AZ 
dx ey — eytxt 
KnÉrer 
Méltó alakban is felírható. 
egyenlethez jutunk. A jobb oldal integrálását külön végezzük el. A kizárt y—Ú függvény is reguláris megoldása az eredeti differenciál- 
egyenletnek, de nem kapható meg az általános megoldásból. 
dx . A dx . 1 3 ; 2x 
Ordxai 9 ) É J ag " a ace 3 Te. 6. Megoldandó az 
Így 3 xy Ddxtyö(x—Vdy — 0 
z 
F - A arctg cdti €, differenciálegyenlet. 
2 ha) 3 Ha x-1 és y 7 —1, akkor az egyenlet az 
vagyis 





1 2x xi yi 
- [7 — tr. dx ———— d 
t 3 arcig 3 te xi x pri xy 


alakra hozható. Ha az egyenlet bal és jobb oldalán a számlálóban 1-et 
hozzáadunk és levonunk, a következő átalakítást végezhetjük: 


(x—1)íri 1) 1 den - (v—Íhh(í(y-r1)1-41 d 
x-1 " yt1l 


Az. cgyszerűsítés után kapott 





1 l 
bere Je b-t] 
x-1 yi41 
egyenlet mind a két oldala most már könnyen integrálható, mégpedig 
x" w 
a txtin 16—1l--e -- [Z-s vu) 


Rendezés után 


xt4tyi32x—2yt2in]x—1]-2ln]ly--Íl — € 
ill, 
(c 19-t(y—19iÍn [/d—-1y--1? —K 


alakú az általános megoldás. 

A kizárt y ——1 függvény térn kapható meg áz általánós megoldásból, 
bár az eredeti differenciálegyenletnek — arniről behelyvetteésítéssel könnyen 
meg lehet győződni — reguláris megoldása. 


7. Oldiuk meg a következő differenciálegyenletet: 
(14-2y)dx-tH(4— ax dy — 0. 


A differenciálegyenlet változói szétválaszthatók, ha 1t2y-ű és 
4 — ax? sz Ú Ekkor ugyanis 
dy dx 
142y x1—47 
Az integrálás elvégzése érdekében a bal oldal számlálójában előállítjuk 
a nevező deriváltját, a jöbb oldalon parciális törtékre bontunk. 


plkesrási roz zolee For ugú ess 
1--2y (x — TERT a 0 4J xazt 


az integrálást elvégezve 








l l 
7 BlLt2y —- 7 [he— 21— In je 34-21) ln e 
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Alakítsuk át a kapott megoldást 











x—2 
in 114-2yi s m€ Tb 
x--2 
13-2y — cs 





x—2 
xti 





v- lev). 


l 
Könnyert látható, hogy az előbb kizárt y — -z is mégoldása a differenciál - 








egyenletnek. 
8. Oldjuk meg a következő diflerenciáléegyénlétet : 
x(x—hytyíry—1)—0 
A változók szétválaszthatók, mert 


d 
x(x— 1 — p(t—y) 


és így ha y-ü és vé], ül. x-Ü és x51, akkor 
dy dx 
yl-y)  x(x—1) 


Az éegyénlét mind a két oldalát résztörtekre bontva 


A H Ld D 
y 1-y x x-l 


ahol az A, B, € és B állandókat az egyenlet két oldalának közös nevezőre 
hozása után kapütt 


A(1—Yh-t-Fvysl és Círs—UtBDxsz1 


azonosságokból számítjuk ki. Az első azonosságból 


Az], §—-]i, 
a másodikból 
C—--], 57-71. 
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Ezekkel egyenletünk az egyenlethez jutunk, ahol x s—1 és y-e0. Ha a bal oldalon álló tört 
zekkel €gyenletü szárnlálóját 3-mal bővítjük, a tört számlálójában a nevező deriváltja áll, 
I Í 1 i ezért a tört könnyen integrálható, Ekkor 
tt dy — [e dx 
y -y 


x—] 
alakot ölti, és így az 


I, 1 d I, Í d amiből 

— -H — — a — 

y 7" 1—y " x Hl xi in IV8 — in c1-k zt, 
il. 


l 
7 in 11 -4-x81 ln e — In [d 














integrálás már könnyen elvégezhető: yi :zz €(11x?). 
in ]1y1—1n 11—9] — — In [x1-3-in Ív —11-- In e. A kezdeti feltételek alapján 
Átalakítás után 21 — €(11-15), 
F c(x—1 és ebből 
In1— I — In —— [7 
—y — 
amiből C 7 4. 
Y , x—1l A keresett görbe egyenlete tehát 
1-y x y s 4í(14x5. 


ili. 
xy — c(x—141—yk 
jú KT) 10. Írjuk fel az 

Figyeljük meg, nogy a megoldás során kizárt y—Ű 15 megoldása a dif- e e 
ferenciálegyenletnek és ez az általános megoldásból a C—0 érték helyette- ersdxeherrdy z 0. 
sítésekor kapható meg, viszont az v—1 érték, ami ugyancsak megoldása ; ; fi ; kre 
az eredett differenciálegyenletnek, az általános megoldásból nem kapható nek az egyelore megadott görbesereg az origón áthaladó görbéjé- 
meg semmilyen c érték behelyettesítésével SET. Az egyenlet bal oldalát átalakítva 

Ha a megoldás során az integrációs konstanst az égyenlet bal oldalára 











írtak volna fel, akkor az általános megoldás ey e7 
— dxt— dy — 6. 
Bxy — (x—1X1—y) é e 
alakú lett volna, és ekkor B—0 esetén az y— 1 partikuláris megoldást kap- A változókat szétválasztva 
tuk volna meg. de az y— ő partikuláris mégoldást nem. dy dx 
9. Keressük meg az ety iz? 
ül. 
(14 x?dv—xtydx 50 er "ygy m—e "dx, 
differenciálegyenletnek azt az integrálgörbéjét, amely áthalad a PÜI;2 Intégrálás után 
ponton. - dx 
A differenciálegyenlet változóit szétválaszthatjuk, hiszen rendezés e7y —n: , ke 
után az —-2 2 j 
xi dy amiből 
1--xö s Fr e "ge ris dr 
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E görbék közül az halad át az origón, amelyre 
etet — —2r, 


vagyis c — —I. 
gy az origón áthaladó görbe egyenlete 


erv percig. 
11. Keressük meg a következő differenciálegyenlet általános még- 
üldását: 

vil tany ix Fi—yt— 0. 
A változók szétválasztása érdekében alakítsuk át a differenciálegyenletet 

d KERN 

-ya ax ÉÉ — x Y1—y, 

dx 
y x 

Y1—y 17 x 


ahol [Ivy] 1. (Azonnal látható, nogy az ly]—1 függvény megoldása az ere- 


deti differenciálegyenletnek.) i , 
Az integrálás érdekében szorozzuk meg a díifferenciálegyenletnek 


mind a két oldalát 2-vel. Ekkor 


-L £x 
—— — r z EZ —r—————— LE 4 
f. 2yt(1— yi dy fi a dx 


ill. integrálva 





kj) 





1 
2(1— 99)? — In(1-3-x2)-- in e. 
Ebből 
KL-y — In Ve(1-- ax?) , 


ystF 1— ln ye(d- a?) . 


Látható, hogy az lyl-1 megoldás az általános megoldásból semmilyen 
c érték helyettesítésével sem kapható meg. 


12. Öldiuk meg a következő differenciálegyénletet: 


ill. 


2r cos e dr—t: pde s Ő. 
A változók szétválaszthatók, mert 
sin 


cos gr 


2rdr — do. 
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integrálás után 


r 





C08g 


Ha cos 9—ű, akkor nincs megoldás, de ekkor a differenciálegyenlet- 
nek sincs értelme. 


13. Keressük meg, az 
27 cas yderilftejsinydy 50 


egyenletnek azt a partikuláris megoldását, amelyre (0) —0. 
Egyenletünk így ís Írható: 


— sin y e 
dy 5 
€08p 1 t-e" 








bi 


ahol cos v-t0. Inlegrálva (mind a két tört számlálójában a nevező deri- 
váltja ált!) 


In lcos y] — In (es 51)-tln c, 
amiból az általános megoldás 

cas y — c(e" 11). 
Ha x0, akkor y—ű, és így az 

1 —c(14D 


l 
egyenletből c — 7 A keresett partikuláris megoldás tehát 


I 
Cú5 y -— 7 (e"-- 1). 


Megjegyezzük, hogy a kizárt cos y—0 partikuláris megoldás az álta- 
lános megoldásból c—0 esetben kapható meg. 


14. Egy 100 literes teli víztartályban 4egramm klórmész van oldott 
állapotban. A tartályba 5 [fmin sebességgel tiszta víz folyik be, és az oldat 
ugyanilyen sebésséggel a túlfolyón kifolyik. Mennyi lesz a víz klörmész- 
tartalma fél óra múlva, ha a klórmész egyenletes eloszlását állandó keve- 
réssél biztosítjuk ? 

Legyen az oldat klórmésztartalma f perc múlya x gramm. Az oldat 
koncentrációja ekkor 


xX 
k z g BD. 
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Kis, dt idő alatt 5 dr líter tiszta víz folyik a tartályba és ugyanakkor 
5 dt liter oldat folyik ki a tartályból, ami 5 k df gramm klórmeszet VISZ 
magával. A tartályban levő klórmész dx megváltozása tehát 


x 
sz —5k dt ——5—— df. 
dx f 100 


A negatív előjel azt jelenti, hogy a klórmésztartalom csökkent. Feladatu nkat 
tehát a 


dx 5 —0,05 x dt, 
ill. a változók szétválasztása után kapott 
dx 


— z —0,05 dt 
x 


diflerenciálegyenlet írja le. ; § 

A kezdeti feltételeket az integrációs határok megválasztásánál vesszük 
figyelembe. Áz oldatban kezdetben 4 g klórmész volt, és ez csökken 30 perc 
alatt égy ismeretlen X mennyiségre. Így 


xX 30 
d 
fSz f -005dt. 
a X d 
Integrálva 
fla x]t——0,05[/]87 , 


a határokat behelyettesítve 


In X-iIn 4 — —1,5, 
vagyis 


amiből 
X -— 4e"!" — 4.0 223 — 0892. 


A vízben tehát fél óra múlva közelítőleg 09 g klórmész lesz. 
Figyeljük meg, hogy a klórmész mennyisége az idő függvényében expo- 
nenciálisan csökken. 


15. A rádium bomlási sebessége minden időpillanatban egyenesen 
arányos a jelen levő tömegével. Határozzuk meg, hogy az ma tömegű 
rádium hány százaléka bomlik el 100 év alatt, ha tudjuk, hogy a rádium 
felezési ideje (az az idő, ami alatt a rádium fele elbomlik) 1590 év! 
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A rádium bomlási sebességét az egységnyi idő alatt elbomlott mennyi- 
séggel mérjük, Valamely r időpillanatban kezdődő kicsiny dt idő alatt 
az in tömegű rádiumból 


dm ——kmdt 
mennyiségű elbomlik, ahol X a bomlási együtthatót jelénti. 
A kapott differenctálégyenlet változóit szétválasztva 


d 
Eszék 
mt 


A kezdeti feltételeket az integrációs határok megválasztásánál vesszük 
figyelembe. Ha a rádium kezdeti ng tömege 100 év alatt Atog-ra csökken, 
ukkor 


10 dm 10 
f —7--k f dt. 
nig m 0 
integrálva 
m 140 
nm] z —k[/] vig 


A határokat behelyettesítve 





in po —]n öm 5 —100£, 
azaz 
m 
11— sz —100£, 
Hg 
amiből 


Muwg z mee 199k 


A k egyútthatót abból a feltételből számítjuk ki, hogy a rádium felezési 
ideje 1590 év. Ebbén az esetben 


Hg 


—m 1580k 
mezzzzll si Nme 9 
2 


vagyis 

aln2 5 —1590Kk, 
azaz 

k — 000044, 


Ennek ségítségével 
Mig s me 991 — ma":0957. 


A századik év végén tehát az anyag 95,7X-a még nem bomlott el, tehát 
a felbomtott mennyiség az eredeti mennyiség 4.3 4-a, 
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16. Egy teremben, amelynek méretei 15, 15 és 4m, a szellőző beéren- 
dezés bekapcsolásakor 0.2 4 széndioxidot észleltek a levegőben. A szellőző- 
berendezés percenként 90 m? 0054 széndioxidot tartalmazó Íriss levegőt 
nyom a terérnbe, Mekkora lész a térem levegőjében a széndioxidtartalom 
20 perc múlva? 

Legyen x m? széndioxid a terem levegőjében a f időpontban, ekkor 


hal x hd - PF 
a széndioxid koncentrációja kz 500" Kis, dz időtartam alatt a terembe 


JO ÚOOS df mm, a teremből ugyanakkor 90. dt m" széndioxid távozik. 
A. széndioxid-mennyiség dx megváltozása tehát dr idő alatt 


dx 7 90 (20005 2. ja kiztízltáná B 
XX 7 zzleeszeteki —— mkzeeeziseesmkeöseküni 1 
Ad 10 
és ez a folyamatot leíró differenciálegyenlet. A változókat szétválasztva 


dx e dt 
x—0d4s 10 
A kezdeti feltételeket az integrációs határok megállapításánál - vesszük 


figyelernbe. A szellőző bekapcsolásakor €,002-W0—1I § mm: széndiaxid 
volt a levegőben, így 


f dx 20 gy 
va x—045 a 10 


Az integrálást elvégezve 
xX 1 tú 

ín hx—0 4501, , — — gib , 
amiből 

in (Y—045)— in 1,35 — —3, 
vagyis a keresett széndioxidtartalom 

X — 045-4-1350€" — 0 63 m", 
vagy százalékosan kifejezve 


063 
—— zs Ü7, azaz ÜÚ7X. 


17. A kemencéből kivett kenyér hőmérséklete 30 perc alatt a kezdeti 
120 "C-ról 66 "C-ra csökken. A levegő hőmérséklete 30 2. A hűlés kez- 
detétől számítva mennyi idő alatt csökken a kényér hőmérséklete 40 "C-ra? 
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Newton törvénye szerint a test lehülési sebessége arányos a tést és 
környezete hőmérsékletének különbségévekt, Mivel ez a különbség a folya- 
mat során változik, a lehülés nem egyenletes. 

Ha T jelöli a kenyér, 7. a környezet hőmérsékletét, akkor a kenyér 
lehülési sebessége, vagyis a di idő alatt bekövetkezett dT hömérséklet- 
változás 

dT 
7 a(f— Tu), 


ahol az a arányossági tényező. A kapott differenciálegyenlet változóit 
szétválasztva 


zzz ég dt. 





T—-T, 
Mind a két oldalon integrálva 
In (T— 7.) — artin €, 
ahol € integrációs konstans. Átalakítva az egyenletet (mivel e""5€) 


— trinü f 
1-—-T. unni e" hi mű et 


amiből 
T —-— Cess3T,. 
Esetünkben 7.730, ezért 
T — Ce"33ü 


Ez a difflerenciálegyenlet általános megoldása. 
A € konstans értékeit a kezdeti feltételekből határozzuk meg. A folyamat 
kezdetekor, vagyis ha r—ű, akkor T—120, és így a 


120 — €47-4 
égyenletből 
CT — XX), 


Az a arányossági tényezőtől függő e" konstans értékét abból a kiegészítő 
feltételből határozzuk meg, hogy £—30 esetén F-60. Most 


60 zzz Me" pg, 
VAGYIS 
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A kenyér lehülést folyamatát leíró egyenlet a feladat feltételei mellett 
tehát 


úr 
slr 


1 
Tf — 590 b) Tr 30 


alakú. Ebből már könnyen kiszámíthatjuk azt a f időtartárnot, amely alatt 
a kenyér hőmérséklete T—40 "(C-ra csökken. Ugyanis a 


l 35 
4ü — 40 5) 330 
egyenletből 


amiből 
if — 60, 


vagyis a kenyér 60 perc alatt hül le 120 "€-ről 40 7€-ra, ha a levegő hömér- 
séklete 34 "7€, 


18. Az etil-acetát elszappanosítási reakciója nátronliúggal a következő 
reakcióegyenlet szerint folyik le: 


CH COO —€.H,- NaOH — CH COOWNa CC H-OH. 


Ha az etil-acetát kezdeti koncentrációja a —0.02 súlyszázalék, a nátriurm- 
hidroxid kezdeti koncentrációja £—Ü NM súlyszázabék, és azt tapasztaljuk, 
hogy az etil-acetát koncentrációja 25 perc alatt IO0Y-kal csökken, akkor 
mennyi idő alatt csökken a koncentráció 159-kal? 

Ha egy kémiai reakció moölekulapárok egymásra hatásából áll, akkor 
bimolekuláris reáakcióról beszélünk. Ebbén az esetben az egyik anyag 
1 mólnyi mennyisége a másik anyag 1 mólnüyi mennyiségével egyesül, 
ezért a két anyagból ugyanannyi mól VESZ részt a reakcióban. Ha y Jelenti 
ség a tapasztalat szerint arányos a reakcióba lépő anyagok f időpentbelt 
a —y, ill. £—-y kencentrációjával 


dy 
— zs Kia—vhjíb—y), 
dt 


ahol X arányossági tényező. 


sz 


A diferenciálegyenlet változóit szétválasztva 
ely 
Kta— vjib—y) 


ahol sa és yz-b. Az egyenlet bal oldalán az integrálás elvégzéséhez 
parciális törtékre bontunk. A felbontás 


[assz I rő] 
————— —-— 1 [7 —  Í[dy 
(a—y(5—y) a—y b—-y 


alakú, és az A és B együtthatókat az 


— dr 


l s A(b—y)t B(a—y) 
azonosságból kiszámítva 


l l 
B—— 








gi 
Így az 


KG fe Jo Je 


egyenlethez jutunk, majd az integrálas elvégzése után 


I 
xa-gt (a— y) ln (b— 9) ln e] — t, 
vagyis 

1 b-y 


-— —zo [ne . 
Kíbhb—a a—y 





Ez az egyenlet általános megoldása. A c integrációs konstans kiszámí- 
tásához a —ű, y—ű kezdeti feltételt használjuk fél. Ekkor a 


1 b 
ü — ——— iIÍn-e — 
Xib5b— a a 


egyenletből 
h b 
incr— — 0, azaz r—— li, 
a a 


vagyis 


t — — , 
B 
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A. differenciálégyenlet általános megoldása tehát 


l alh— y) 


0 KG-a "ba" 


A K arányossági tényezőt a 1r—25, y—40,1a—0,1-0,02—0 002 kiegészítő 
éltéteiből állapítjuk meg. Ennek alapján 


25 1 a 0,02(0.004— 0002) 
—  K(0,004—DON — 0004(0,02—0002)7 
VAÉVIS 
Kr an 120559 ag, 
25(0016 72 0.4 


Most már könnyen válaszolhatunk feladatunk kérdésére. Esetünkben 
y-0 159a—0 (3, 65 így 


1 - 1 h 0,92.(0,004— 0,003).— 
— 1,4710,004—002) — 0,004(002— 043) 
I § 


z— Ih— z 514. 
00235 17 


Tehát az etil-acetát mennyisége közelítőleg 51,5 perc alatt csökken 15 4-kal. 


19. A folyadékcsepp a felszínével arányos sebességgel párolog el. Hatá- 
rozzuk meg a gömb alakú folyadékcsepp sugarát mint az idő függvényét! 
Ha a kis, dr idő alatt bekövetkezett sugárváltozást dr-rel jelöijük, 





Ar ; VT 
akkor a változás Ti átlagsebessége a csepp pillanatnyi felszínével arányos, 
ft 


azaz 


4 
2 2 kárin, 
At 


ahol k az arányossági tényező, a negativ előjel pedig azt jelzi, hogy a sugár 
csökken. Ha dr minden határon túl csökken, akkor 


d 
S 9 —kápn 
dt 


a jelenséget leíró differenciálegyenlet. 
A változókat szétválasztva 


d 
Sz —ákndt, 
Fr 


at 


inlegrálya 
1 
—— — —ákmt— c, 


1 
pa e, 
4ákrtie 


A c állandót abból a kezdeti feltételből állapítjuk meg, hogy r—0 
esetén FK (a gömb eredeti sugara). Ekkor £ — — , amiből e — Fi És 
e 
Így a megoldás 


l R 


l 0 aknRrrl/ 
4knt4— mát 


20. Egy rakétát v,—120 mis sebességgel lőnek ki függőlegesen felfelé. 
Határozzuk meg, mennyi idő múlva éri el a rakéta a legmagasabb helyzetét, 
ha a levegő ellenállását állandónak tételezzük fel! 

A rakéta mozgását a levegő ellenállása akadályozza, a rakétának ebből 
származó negatív gyorsulása —kut, ahol r a rakéta pillanatnyi sebessége, 
k a közegellenállási együttható. Így a rakéta gyorsulása 


a ——g—ki, 

Mivel 

du 

dr 

ezért a difflerenciálegyenlet a 
dv 


— -z — Eu: 
7 (g-tAu? 


az 


alakban írható fel. 
A változókat szétválaszthatjuk : 





2 dr 
gtket 
ili. 
- — gp dt. 
14—- 
g 
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Ha a bal aldalt 
de 


VA 


alakban írjuk fel, könnyen integrálhatunk, hiszen 


—- VE arat [/ E o. 
jegyezze tet 


Ezt felhasználva 


§ kn : 
VE arg ge £1t— e, 
ül. 


k — 
árcte Vé vs —ykerie. 


Ha 1r— ú, akkor v—vy — 120 mis, és így 


c — arcig 170 Vé ;, 
£ 


art [6 u  arctg Izú Vá ket. 


vagyis 


Abban a 7—7 pillanatban, amikor a rakéta eléri pályályának a legma- 
sasabb pontját, sebessége zérus, t— 6. Ezeket felhasználva 


arctg 4120 VE 
RL KNSZ E 
Vkg 


Ha £—3 81 mis, akkor 


— 
— 


arcig 3758 VK 
JA32EK 


21. Egy R belső sugarú hengeres tartályban H cm magasságig folyadék 
áll. A tartály fenekén r cm sugarú kör alakú nyílás van. Mennyi idő alatt 
ürül ki a tartály? Mennyi ez az idő, ha R—20 cm, r—1 cm, H—100 cm? 


Úr 


Ha a tartályban Ah cm magassárie áll a folyadék, akkor a kifolyási 


sebesség, v—K2eh cmis (g a nehézségi gyorsulás) volna, ba a súrlódástól 
eltekintenénk. A súrlódás miatt azonban a sebesség kisebb, kör alakú 


nyílás esetén a tapasztalat szerint 0.6 K2gk cmis. 
A folyadéktükörnek a tartály fenekétől mért A távolsága a z idő függ- 


dh 
vénye, és a folyadéktükör süllyedésének a sebessége 7 Ha a mozgás- 


ban levő folyadékot olyan hengerrel szemléltetjük, amelynek alapterülete 
a mozgásban levő folyadék (állandó; keresztmetszetének területe, magas- 
sága pedig a folyadék sebessége, akkar 


dír —. 
Rir1—— I mm iz S V2ek, 
dt 
hiszen a kifolyás előtti és utáni folyadékmennyiség ugyanaz. 
Ha bevezetjük a 


062 V2g 
RE 


jelölést (ezt megtehetjük, mert a jöbb oldalon széreplő mennyiségek ismert 
állandók], akkor 


e — C Vh. 
dt Vh, 
A változókat szétválasztva 
dh 
elt — — Ta 
C Vh 


Ha az időt a kifolyás kezdetétől számítjuk másKdpercekben, a kifolyás- 
hoz szükséges időt 7-vel jelöljük, és a kezdeti feltételeket az intégrációs 
határokban vesszük figyélembe, akkor 


fázz 


H ETT 





vagyis 


1 - 
KT — -z [2 VAn: 
A határokat behelyettesítve a kifolyást idő, 


2 
T 5 —WVh 
a Fk 


MÁS perc. 
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Feladatunk adataival 


1 
. 06-i cm .ddl em" s-t 265 Fcm 


c ösztekánlll 
A cm jül s 





8 HÜÜ 
26,5 Vem 26,5 





A tartály tehát 5 perc alatt kiürül. 


22. Egy élesztőgomba-tenyészetben az aktív fermentum mennyisége 
a pillanatnyi mennyiséggel arányosan növekszik. Ha 40 perc alatt ez a 
mennyiség megkétszereződik, hányszorosa lesz a jelenleginek 3 óra múlva? 
Legyen az aktív fermentum mennyisége kezdetben /,. A fermentumnak 
dt idő alatt bekövetkező df növekedése arányos a pillanatnyi mennyiséggel, 


vagyis 
df 
— — kf 
dt 4 
A változókat szétválasztva 
et 
kád s fdt, 
f 
és integrálva 
inf — kt-te, 
és ebből 
f — ette — cet 


A C integrációs konstanst a kezdeti feltételből számítjuk ki. Ha (—ú, 
akkor f—f, és igy C-7. A k arányossági tényezőt a mellékfeltételből 


számítjuk ki. Ha r — 7 óra, akkor /—2f., és így 
Ax 
2 sz e ; 1) 
amiből 
3 - 
ke 72 z In Y8 — 144. 
A fermentum ménnyisége 3 óra múlva 


ha z fe z fe — Z2Sfo 
vagyis az eredeti mennyiség 22.5-Szerese. 
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23. Határozzuk meg mindazon görbék egyenletét, amelyekhez bármely 
pontjukban húzott érintőnek az érintési pont és az x tengely közötti 
darabját felézi az érintőnek az y téngelven levő pontia (6. ábra! 


g 


ú. ábra 





Legyen a keresett görbék egyikének egyenlete y—p(íx) A görbe egy 
telszőleges pontja Píx; y(x)i. Ebben a pontban a görbéhez húzott érintő 
iránytényezőke m—yí(xi, egyenlete 


Y—ytx) — y (x1(x—x), 


ahol az egyenés futó pontjának koordinátát (X: F). Ez az érintő ott metszi 
az x tengelyt, ahol Y—Ü, és Így a 


—y(x) — P(x — 
egyenletből 


Y-x— y(x) 


y (x) 
A P(x; y(x)) érintési pont és az x tengelyen levő 2 [- 





x 
yt ). o] 
i y() 

pont által meghatározott szakasz felezőpontja az y tengelyen van, tehát 


ÉS [e MOLA z Ú, 
2 y hx) 
p 


—-- sz 2x. 


y 
Ez a keresett görbék difflerenciálegyeniete. 


armiből 


3g 


A differenciálegyenlét változóit szétválasztva 


d dx 
.£ , 


x 
amiből 
21In1yl — Ín Ix1--In €, 
Azaz 
Hz Üx. 


A görbék tehát parabolák, amelyeknek a csúcsa az origóban van és 
tengelyük az x tengely (7. ábral. 





7. ábra 


24. Tegyük fel, hogy a lakosság száma és a szaporodási sebessége ará- 
nyos. Határozzuk meg a lakosság L számának és a z időnek az Lít) összé- 
függését, ha feltesszük, hogy ez a függyény folytonosan differenciálható, 
és tudjuk, hogy valamely, általunk kezdetinek vett időpontban a lakosság 
száma [La volt, és ez egy év alatt p százalékkal nőtt. 

1970. január 1-én Budapest lakosainak a szárna 1940 212 volt. Az évi 
szaporulat 13 560 fő. Mennyi lesz Budapest lakosainak a szármna 1980-ban, 
ha az évi szaporulat változatlan marad? 

A lakosság számának a növekedési sebessége a lakosság számának az 
idő szerinti első deriváltja, 


de ír 
df 





6 


Ez arányos a lakosság pillanatnyi számával, azaz 


kt 
et I 
ahol X az arányossági tényező. A változókat szétválasztva, maid integrálva 
ks — k dt, 
n£ — kt--c, 


r alapra emelve mind a két oldalt 
L — ektte — Cet 


Ha 7—0, E-—L,, így L.—C és ezt felhasználva a differenciálégyenlet 
mépgoldása 


E Mt L4 ert 


Az ef tényezőt a kiegészítő feltételből számítjuk ki. A lakosság £. 
számának évi növekedése p százalék esetén 


B 
E tan? 
"100 
és így egy évvel később 
00 4-p 


Pp Pp 1 
LE, s £.424.— — L.1141—1—L— 
önLEGÉTTT ,[/ 166) heg 


lesz a lakosság száma. Ugyanezt kell kapnunk £— I esetében, tehát 








104) — 
Let — LL. Pe 
100 
arniból 
. 109145 
é" — 
100 


A keresett partikuláris megoldás tehát 


100-t-p WV 
E(t) — L. És jő 


amivel a feladat első részét megoldottuk, 


öl 


A féladat rmiásodik részének adataival 
iga —- 1940 212, 


13 560 
Pp — ———— 100. — 069894, 
1940 212 


és így 1980-ban 


Ligzo e 1 940 212 


100,6989 1" 
Bo ) z 2 080 130 


lakos él Budapesten. 

25. Egy folyó zsiliprendszerének két szomszédos kamrája 4,—300 m: 
és 4.—400 mt alapterületű téglatest. Számítsuk ki, hogy a két kamra 
közötti, a kamrákat elválasztó fal alján levő a—-2m? területű nyílást 
kinyitva, menüyi idő alatt alakul ki egyenlő magasságú vízszint a két. 
karnrában, ha kezdetben az első kamrában 4.5 m-rel magasabban all 
a víz. Á víz ellenállási együtthatója 4—0 62, 

Ha bizonyos df idő alatt az első kamrában dx. méterrel csökkent, a má- 
sodikban dx, méterrel növekedett a víz szintje, akkor 


— A, dx — Az HXa, 
hiszen az első kamrából kifolyt víz mennyisége egyenlő a második kamrába 
befolyt víz mennyiségével. Ugyanezen df idő alatt a g területű összekötő 
nyiláson t — k K2g(xi — xs) mis sebességgel 

kV2g(a—xe)egdt 
tménnyiségű viz ömölhet át (x1—x, a víz szintkülönbsége), és ÍEyY 

— A. dx — ka F2e(x— xs) dír, 


vagy rendezve differenciálegyenletürniket 





dea kg 
Fx— Xxz a: V2g gt, 


ahol x, xs és ? a változók, de x, és x, nem független egymástól. Áz egy" 
szerűbb megoldás érdekében helyettesítünk. Legyen 


X1-X; — H, 
ekkor (nr szerint difterenciálvai 


dx —dxa — dr. 


öz 


Az előbb felírt — 4; dry — Az dx: egyenletből 


A 
dxa z: — 5 dr 
ir. 
És Így 
Ar Ai 





A 
doi—dxs 5 dei 4 dxi sz dx. 
z 


Ezt felhasználva az 








Ait A 
dr s dn 
Fi 
egyenletből 
da 5 dan, 
Ait Az 


és így a differenciálégyénletünk a következő alakra hozható: 





A1 1 Az fi Az 


Mivel a két oldalon integrálva és figyelembe véve, hogy H (a viz szint- 
különbsége) A-tól (ig, zt (az idő) ú-tól a keresett f-ig változik, kapjuk: 





ka Vig f d Az f eti Az f 
A ú At Azk Fn Ait Aza 


vagyis elvégezve az integrálást 


ka Vig A - 
g V § Pp 1 2 VA, 








amiből ü 
pa dat K2A Hl 
kg(Aut Az) Ég 


Adatainkkal 
(300 mm (400 m") K9m 
4 — —— —— — ——  — za 1325, 
Kin 
0.622 m$ (300 -- 400) m$. 3,13 . 


lehát 132 másodperc alatt lesz a vizszint azonos magasságú a két kamrában. 
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26. Egy forgástest alakú homogén oszlop meridiángörbéjét akarjuk 
meghatározni a következő feltételek mellett: legyen az oszlop magassága Ar, 
fedőlapja A területű körlap, amelyet terheljünk meg a függőlegesen lefelé 
ható F nyomóerővel. Ugy akarjuk megválasztani az oszlop keresztmet- 
szetét, hogy bármely, a vizszintes alapsiktól mért y magasságban az aly) 
területű keresztmetszetben a nyomófeszültség (azaz a felületegységre eső 
nyomóeről ugyanakkora légyen. 

Válasszuk a koordináta-rendszert úgy, hogy az oszlop tengelye legyen 
az y tengely. A következőképpen okoskodunk : A fedőlapot csak az F érő 
terheli, tehát itt a nyomófeszültség 


Ekkorának kell lennie a nyomófeszültségnek az oszlop minden kereszt- 
metszetében. Ha képzeletben kivágjuk az y tengelyre merőleges siíkokkal 
áz y És yt-Ay magasságok között levő oszloprészt, akkor ennek 


alytdAy — alyjadaly) 

területű fedőlapjára a lefelé irányuló 
fla(y)r Ag(l 

nagyságú erő hat. Az af y) területű alaplapra pedig a felfelé irányuló 
faly) 


reakcióerő, továbbá a dAy magasságú oszloprész súlyából származó és 
lefelé irányuló 


val yjáy 


nagyságú erő hat, ahol Y a homogén oszlop fajsúlya. 
Az erők egyensúlyából származik következő közelítő egyenlet : 


fiaiyy- dat nil t valyjdy sz falyk 


daty) yt 
gy sp Th 


azaz 





A közelítés annál jobb, minél kisebb a 4y. Ha 4y-—-ü, a következő dif- 


ferenciálégyenletet kapjuk : 


daly) y 
dy E sra al y). 





Legyen ri - k. Válasszuk szét a difflerenciálegyenlet változóit: 


da(y) 
aíy) 





ui — K ev, 


urniből integrálással 
In lati — —£ky-i- e, 
a(y) — ertett sz etet z Ce, 


A € konstans értékét abból a feltételből határozzuk meg, hogy az r—! 
rmgásságban a kereszímeltszet területe alírt— A. Ekkor 


Az Ce 
arnmiből 
C - de, 
És Így 
ally) z Ae veefes — gerezyt 


Ha most még figyelérnbe vesszük azt is, hogy az oszlop forgástést ala- 
ku, akkor 
alíyi s xn és A —rin, 


Ezeket felhasználva 
xi — regettt ey 
vagy mind a két oldal természetes alapú logaritmusát véve 
tn xt — In rt rklf—y), 


amiből a meéridiángörbe egyenlete 
I xy xV 
yzh— in DJ - 1 m (3) . 
k F 1 Fr 


3. SZÉTVÁLASZTHATÓ VÁLTOZÓJUÚ DIFFERENCIÁL- 
EGYENLETEKRE VISSZAVEZETHETŐ DIFFERENCIÁL- 
EGYENLETEK 


a) HOMOGÉN FOKSZÁMÚ DIFFERENCIÁLEGYEN- 
LETEK. Az f(x, y) kétváltozós függvényt Hn-ed fokú homogén 


fugegvényvnek nevezzük, ha 


fŰx, Ay) - Afix, y). 
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Például az 


JFÜx, y) —— x— xy 
függvény negyed fokú homogén függvény, mert 


F(Ax, 4y) — (AxYt—fdxély — 4t(xt— xy) — Ax, y). 
ÁZ 


e SügVll 
fegyy- et trigT 
függvény 0-ad fokú homogén függvény, mert 
29 y 2 y 
fűx,dy) ze tg — er átg E z 19f(x, y). 
x x 
Ezzel szemben az 
Fax, y) — x1-sin x cosy 
függvény nem homogén függvény, mert 


J(Áx, Ay) — (AxyPtsin Ax cos AP AÚx, 9). 
ÁZ 
M(x, p)dx1Níx, yjdy 50 
elsőrendíi  difierenciálegyenletet akkor nevezzük homogén 
Jokszámúnak, ha az M(x, y) és N(x, y) függvények ugyanolyan 


fokszámú homogén függvények. 
Például az 


2 
xIn£dx3 E arcsin E dy — (0 
x x x 


differenciálegyenlet homogén fokszámú differenciálegyenlet 
(fokszáma 1), mert az 


r/ 
xin£ és E arcsin B 
x x x 
függvények elsőfokú homogén függvények. 


ö6 


A homogén fokszámú differenciálegyenlét az 


— ft, azaz y— XI 


m]se 


helyettesítéssel (transzformációval) mindig visszavezethető szét- 

választható változójú differenciálegyenletre, ha az M(x, y) 

és Nix, v) függvények és parciális deriváltjai folytonosak. 
Ha az y—xt helyettesítést alkalmazzuk, akkor 


, dy dt 
nb. 
dy — t dx3-x dt. 


Ha egy differenciálegyenlet homogén fokszámú, akkor kellő 
rendezés utár 


velő) 


alakra hozható. Ez fordítva 15 igaz, és ennek segítségével sok- 
szor nagyon könnyen eldönthető, hogy égy adott differenciál- 
egyenlet homogén fokszámú-e. 

Megjegyezzük, hogy az py—xt transzformáció nemcsak 
a homogén fokszámú díifferenciálegyenletek megoldásánál 
használható előnyösen. 


Előfordulhat továbbá az is, hogy az - —t helyettesítés 
helyett az 


—— zt, azaz Xxzayt 


helyettesítés az előnyösebb. Ilyen esetben 
dx — tdvy-4-y dt. 


bi 


Gyakorló féladatok 
I. Megoldandó az 
gy Y y 
x 5í11— —pycüs —— xy €05— — 0 
x xX fi. 


diflerenciálegyenlet. 
Ha az egyenletet x-szel elosztjuk (xcscih, látszik, hogy a difflerenciál- 
egyenlet tömögén fokszámú, ugyanis 


. NF y y ; F 
sin ——— cús— hg 05 — sz (, 
XX X X 
és tükszárná Ü. 

y , dt. 
Legyen— —r, ekkor Yv —r—vr——, Éésígy 
Xx dx 

I et 
sin 1 —f €0s5 E-t cOsI—x ect — Ü, 


E. a 
arniből 


COS Í dx 
dt ———, 


SÁT f x 





ill. integrálás után 


in sin tr] ——]nlxi—ilnre — ln 








Igy 
. Ü 
ami — —, 
XX 


azaz visszahelyettesítés után 


2. Öldjuk meg a következő differenciálegyenletet : 
(2xtyjdx-b(y5-xidy — 6. 

Írjunk x, ill. y helyébe Ax-et, ill. Ay-t. Ekkor 
MŰix, Ay) — 24x4-4dy — A(2x1-y) — AMÍx, 3), 
N(Ax, AY) — dytáx — díytbe) z ANÍR, H), 
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tehát a diferenciálegyenlet homogén fökszámú és fokszáma 1. 
legyen y—xt, igy dy — ft dxtx df, és egyenletünk 


(24 jdxetírt 1 (ír dx--ox dry — Ű 
alak ú, amiből réridezéssel 

(2-4t-tttijdx s —(td-11x at, 
il. a változókat szétválasztva 


dx 711 


————— itt 
Xx tt 2132 
A jobb oldalon a számlálóban könnyen előállítható a nevező deriváltja 
ts igy az integrálás könnyen elvégezhető : 
l 

In IxI--Ín c — 7 in (rt 232). 

t.hhőt 
Í 1 


Úr -—ö A-T TT 
/ Br [j 
1: 332 k 
x xx 
vagy rendezve 


— b 
Vy--2xy- 2x? 5 — 5 Kk. 
[át 


3. Oldjuk meg a következő differenciálegyenletet : 
(31 ydx—3xytdy — 0. 


A dilferenciálegyenlet homogén fokszámú, hiszen x3-na! végigosztva 
(r-0h és rendezve a következő alakra hozható: 


aj 


A fokszám 3. 


F Tt 
Legyen —z £, ékker y — itx—, 
sz x dx 
és Így 
et 
1-7 r? — 37? [es] A 
dx 
elt 
1 — 28" — 319x— . 
ex 
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A változók most már szétválaszthatók 


dx 313 d 
x  1-28 7 
és integrálva 


l 
in Ix] — vegy ni1—éetkin É, 


VAGYIS 
xt(1—2r9j 5 € 


Ha ! értékét visszahelyettesítjük, 
xt Ü —-2 fe) — €, 
x8 
amiből az általános megoldás implicit alakban 
x—-2y — Cx, 


explicit alakban 


x1—ÖÜx 
ú ea p4 : 


d. Keressük meg az 
xdv—ydx—Vxt—y dx —0 


diflerenciálegyenlet általános megoldását! 
x-szel végigosztva (xüj) a differenciálegyenlet minden lagját, látszik, 
hogy a differenciálegyenlet körnögén fokszárnú (Fokszárma 1), ugyanis az 


v2-EJ 


xX 


dt 
alakra hozható. Legyen L sz r, ekkor v —rtx rő ÉS Így 
x x 


dt —— 
ttx— —t4YI-—r 
dx 


szétválaszíva a változókat 
d dx 


Ki—rF x7 





ri 


niegrálya 
arc lsin £] — In IxI-tin c, 
arniből 


, 
arc sin — z In lexl, 
xx 


H j : 

— z sin ln exl, 
x 

yo xsinln lex. 


5. Oidjuk meg a következő differenciálegyenlétet : 


y Kit ve dx— xÍx-k Kx3i yi idy 5 Ü. 


Annak eldöntése érdekében, hogy homogén fokszámú differenciái- 
egyenlettel állunk-e szemben, írjunk x, ill. y helyébe 4Ax-et, ill. Ay-t. Ekkor 


M(x,4y) — dy VKASxi 4 dpi — Ay Vo ty? — AMG), 
N x,y) — docAuthor Tátyi) — (xi yxiryi) — 
sz ASNix, y). 


Ezért a differenciálegyenlet homogén fokszámú (fokszáma 2), és így 
alkalmazhaió az 


y s xt, dy —tdxixdt 
helyettesítés. Ezzel egyenlétünk 

xt VKaz rat! dx—xlxr Fat rate Midxi-x dt) — 0 
alakú. Ez rendezés után 

0 z rdeFx(L 4 Y1Hr dt 
alakú, ill. a változókat szétválasztva 


odx  ERVÍTÉ 
x f 


lategráljunk mind a két oldalon, ekkor 


LENT - 
—iIn [il s ln a [EE at 
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A. jobb oldalon álló integrállal foglalkozzunk külön. Szorozzuk meg kia A helyébe i-t helyéttesítünk, akkor v text, és Így 
a számlálót és a nevezőt 7-vel, majd helyettesísünk 1-t-é? helyébe ?-et, x fejen 

amikor is f dr- du, Ezzel a helyettesítéssel ft 
1 —2r— 21? — (2—21r— 3) [e] , 


1—r rEt Hz uz dx 
je —— elt - [EE et - f F dtt. Héndézve 
Fi I xX"—1 


Azi dus átalakításával 1 -- 21— 21" dt 
[ a talak adva 0—r———r——— A, - — IZ XX —,, 
Z Integrárii us HEGYEN dx 


ut 41 — 17]. 
du — ! ———— dí - [1-7 ü H dx 2-2—t 
uwt—1 well :. 1] em s S — dr, 
x 


1 —r7 





























ü.5 0.5 x—1 
— 1——— dr — Ein ex 1 2— 2 
wt1 uwu—-l 2 ü$t1l ——m — — f e itt 
x (1-r hh(z?—r e Hh 
Ha ":r értékét visszahelyettesítjük, akkor : ka; ; eger ks . MEGNNNNNT 
" " 7 A jobb oldalon állé integrált külön számitjuk ki parciális törtekre 
KENT 1 "T.nr?1 hontással : 
[ di — ITT An EZÉ fEL2p? 4 B-C 
d ot 2  FlI-rt-l :2 f " ar- f( a Ja 
. , az .. fz.-l)ért—rt 1) r-rl $—r-] 
Visszatérve eredeti egyenletünkhöz 
A. felbontás csak úgy lehet igaz, ha fennáll a 
—ÓÖ0.l 1—-1r:—1 
—]n jel— Ince — Inír[r FI may zIYTAKNN Lee kelti s 112 21—2 — 4A(rP—r11—(87—C (ra 1) 
2  )1-rt-l i 
in azonosság. 
I VIT - I Ha ! ——1, akkor 
TET a inlexti4—Int — ü 


2  FIáEr-I i —3 — 34, amiből A --I. 
Ha f — 0, akkor 
—2 - 4--C, amiből € —-Il. 


Az eredeti változákra áttérve kapjuk a 


fé VKx?34yi—x 
122en ey n —ű — 
[ 2 Vatta ytx Ha 7 — 1, akkor 
kiaz ; 1 — 4--28-3-2C0, amiből H§—2 
általános megoldást. 
6. Keressük meg az Így integrálunk 
bér 2xy-zyő dx tív tb 2xy-2xMhdy 0 :- [ÍZ E. 26— 1 ei 
star ; . rtt1 :7:—r711 
differenciálegyenlétnek azt a partikuláris megoldását, amelynek grafikonja 
áthalad a P(Ü; 3) ponton! alakú, és most már könnyen integrálhatunk ; 
A. differenciálegyenlet homogén fokszámú (foka 2), ami a következő ae Crane 
alakról könnyen látható : $—-—inlés- li 1-Im 172—£-4 1]. 
1.5 y k hd tl 2-22 [2 z y Visszatérve diflerenciálégyenletünkhöz 
07 x xP o box MxT b in be13-In e — In [411—in [12—r-e 1, 


12 13 


armiből 
t-t] 
TA S e , 
12—;-71 
Áttérve az eredeti változókra 
F--1 
x xy-x? 
ET gy) yizgyeat 
HIRE 
xX xx 
111. 
xX-rty Hi 
w—xytat 


az általános megoldás. 
A keresett partikuláris megoldás esetében x—ű, y—3, vagyis behelyette- 
sitve ezeket az értékeket az általános megoldásba 


3 l 


ű€ s e sz — , 
a 3 
A keresett partikuláris megoldás tehát 


AÁxtv) — 4 —xytt 
7. Megoldandő az 
- x4 
(1--2e")dx42 1-3] dy—( 
y 


diflerenciálegyeniet. 
Mivel 
Ax xx 


M(Ax,áp) — 1a2zej —lader — Mix), 
Axti EZ xi 2 

N(x, 2267 e" z 2[18—je? — Níx,y), 
Ay y 


a differenciálegyenlet homogén fokszámú (foka Ú). Könnyen látszik az is, 
hogy a diflérenciálegyenlet most nem 


gy x 
y -g E) , hanem y — e: 
x y 


alakban írható fel, és ezért a célszerű helyettesítés 


Ax 
— —-—í, azaz xx — rt 
xy 
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Ekkor dx — y dt dv, És a differenciálegyeniet 
(13-2e679(y dt --t dvyjH-3(1—tjetdy —0 
alakú, Rendezve 
(4-2e) dyt-yí1t2e) dt — 0. 
A. változókat szétválasztva 
dv 1--2e" 


— ———— üt. 
y t-H2e 


[nlegrálás után 





in 19] — —]In [13-2e1 In e, 
ait. 
ce c 
NEGY ÉSÉTEEENE S 
—i1de?Y 
amiből 
x-b2ye? s €, 


Differenciálegyenletünk természetesen az eredeti y—xi he- 
lyettesítéssel í5 megoldható, de esetünkben ekkor sokkal 
bonyolultabb integrálok lépnek tel. 


8. Kéréssük meg azokat a görbéket, amelyekre a következő állítás 
igaz: a görbe tetszőleges F(x; w) pontjának az origótól mért távolsága 
ugyanakkora, mint az a szakasz, amit a P pontban a görbéhez húzott 
érintő az F lengelyből lérnetsz (8. ábra). 


B. áhra 
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Legyen a keresett görbék egyenlete v—j(x) A görbe egy tetszőleges 
P(x; y(x)) pontjának az origótól mért távolsága 
d — YKx:Fyt(x). 


A görbéhez a P pontban húzható érintő meredeksége y(x), ezért az 
érintő egyenlete (a futó pont koordinátáit most X-szel és Y-nal jelöltük) 


Y—yíx) — VrHA—xh 
Ez az érintő ott metszi az ordinátatengelyt, ahol Y—Ű, vagyis az 
Y — yílxh—xy (ix) 


ardinátájú pontban, és ez az F szakasz egyenlő a d szakasszal, azaz 
Kat4yt — y—xy. 


Ez a keresett görbék differenciálegyenlete. A difierenciálegyenlet homo- 
gén fokszámú (fokszáma 1), ami az átrendezett 


HG : (A 
y x Va: x 


alakból azonnal! látható. d 
: I 
Alkalmazzuk az — s f helyettesítést. Ekkor y" — 14x— , ésezzel diffe- 
xx fe. Hi 


renciálegyenletünk 


dt — 
t3x— — 1—FIA-ti 
dx 


alakú lett. Ebből 
dx elt 


—— 
mm tr 


pm Ty 
xX Fh-r? 


Hi. integrálás után 





in jx] — —Inírf71-Y1-r81 bin e. 
A logarilmusokat eltüntélve 
x(r—K1rr3) — c, 


HI. t értékét visszahelyettesítve 
2 
X EV (2) ) mű, 
xX rk 
yi Vax8-hyz — c. 
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A gyökös tagot a ba! oldalon hagyva, négyzetre emelve és rendezve 
2ey — cf— xi 
A kereseti görbék tehát parabolak, amelyeknek tengelye az y tengely, 


közös gyújtópontja pedig az origó. Ezek a parabolák eleget tesznek a fel- 
milat feltételének, mert 








A sz Ve (gy §i GESGESEE ezaz 
4c de 


2 — 
és 
; Xx x! cJoxi yt 6734? 
van ges [22] 0 té EK 
Fa c ze c 2 








ts c ket szakasz valóban egyenlő. 
3. Határozzuk meg mindazoknak a görbéknek az egyenletét, amelyek- 


nél az y tengely, az érintő és az örigóból az érintési ponthoz húzott egyenes 
közötti háromszög egyenlőszárú háromszög (3. ábra). 


9. ábra 





legyen a keresett görbék egyenlete y—p(x), a görbe tetszőleges nontja 
Pia; jéxH. A görbéhez a P pontban húzott érintő meredeksége ekkor 
F(oxa, egyenlete pedig 
Y—yíx) — y(x(X— xx) 
F.z az érintő az y tengelyt az 


Y — víxh—xy(x) 


urdinátájú € pontban metszi. 


ri 


Az OPO háromszög háromféle módon lehet egyenlőszárú : 


a) oP — 08, 
d) GF —-— OP, 
c) 08 - OF. 


Az a) esetet az előző feladatban tárgyaltuk. 
Most a b) esettel foglalkozunk. Mivel 


OP z Vstytt), 
op — Vé [xy Cd, 
xt gyü — xy OV 
a keresett görbék differenciálegyenlete. Ez rendezés után 


ezért 


y-txy 
alakú, amiből 
y 
y s pt — F 
ft. 


dy gy 
dx x7 
ill. a változók szétválasztása után 
dy dx 
y xx 
amiből 


in [yb - In Ix]-- ne, 
AZAZ 
y s €Xx. 


igón á feleinek 
A keresett vonalak az origón áthaladó egyenesek, de ezek nem ; 
meg a feladat b) feltételének. Ekkor ugyanis 0-0, és Így nem keletkezik 
háromszög. Az 0P—-OP állítás azonban Igaz. 
Ha a negatív előjelet vesszük figyelembe, akkor 


gy 

dx x 
11. 

dy dx 

yo x 
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amiből integrálással 


in [yi — —In [x]--In c, 
LE We 


Vy — 


af" 


A kapott görbék hiperbolák, amelyeknek aszimptotái a köordináta- 


penge gek, és a görbék valóban eleget tesznek a feladat 5] feltételének, 
s 


OP 2 [d És 
XX 
—-———— tt 
ee ESETE. 
x X 
és látszik, hogy 0F-OP, 
A c) esetben 0€7-0P-nek kell teljesülnie, azaz 
y-xp s Vairíxyp. 
Rendezés után a differenciálegyenlet 
ji yt—2xyy —xi — ú, 
itt. 
(5—xMhdx — 2xyvdy 


alakú, Erről az alakról látszik, hogy az egyenlet homogén fokszámú é 
foka 2. Ha y-t kifejezzük ü tni 





; dír 
Legyen tehát y—xr, ekkor v — £4-x Te és ezt az egyenletbe helyette- 
x 


kllve 
dt l ni 
tt xX— c —[7—- 
dx 7( 7] 
Feda 1 ( i 1--ri 
. — mm — — ————] —]— ] A, 
dx 2 -]) fi 


A változókat szétválasztva 


2/ di dx 


rar — 


1 4-t? x" 
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helyettesítéssel (transzformációval) szétválasztható változójú 


integrálva . mi ez 
differenciálegyenleire vezethető vissza. Ebben az esetben a 


in §1-4-rő — In c—in xi, 


du gy 
tet S, erőnáttérT" 
t értékét visszahelyettesítve egyenletből 
b e 1" — d du 
az Tt pld 
x: x 
amiből Például a 
y z ex—x, (3x-44vy-t5) dy—dx —0 


kr - ma a: — a , , Fr " mg 
xi—éri-yt— egyenlet ilyen tipusú, mert egyszerű átalakítással 


A keresett görbék az origón áthaladó körök, amelyeknek a középpontja 


az abszcisszatengelyen van. Ezek valóban kielégítik a feladat c)! feltéte- ; I ; 
; — —  —— — fiaxth c 
lét, mert 9 Ny 3x44y45 fax-t8y-tce) 
— y—-xy zF — ety — - r 
097-y-xy 5 Vex 3Vcx—xi alakra hozható. 
— rt — txt 
— HE, Gyakorló feladatok 
3 Ycx—xt 2 YVex—x 
1. ÖOLdjuk meg az I. fejezet 1. pontjában (11. old.) felírt 
P—- Vx: 3-Vet - PT — -K 
differenciálegyenletet! 
Hi Fdcciuhu átt et x?— dcxi 1 dai Hl cx Az egyenlet alakiáról látszik, hogy az 
2 Fex— ax 2 Vex—x? X5HY—H 


helyettesítés célszerű, (áz egyénleteknek más megoldása ís lehetséges, 


b) AZ y- f(ax4-bytc) TÍPUSÚ DIFFERENCIÁL- L. a 140. és 199. oldalt. Ekkor 


EGYENLETEK. Ha az dv du dx 


M (x, y)dx1-N(íx, yjdy —0 dx dx o dx" 
differenciálegyenlet az vagy más jelöléssel v — w—1. Ezzel 
r-t szu 


v —- filaxtbyitc) 


vagy a változókat szétválasztva 
alakra hozható, ahol a 0, b 570, akkor az egyenlet az du 


tti 





- dx, 
u — ax tbyit-e 


80 81 


mtiegrálva 
In 851 — .x--r, 
amiből 
u] est" — €Ce7. 
es végül u ertékét visszahelyettesítve 


y —-— (e€"-x- ll, 


2. Megoldandó az 
y -2yrx-l 


differenciálegyenlet. 
Azonnal látszik, hogy az egyenlet 1 — fiax-bv--ec) típusú, tenát 
alkalmazzuk az 


n — 24xtl 
helyettesítést. Ekkor 





és ezzel a diflerenciálegyenletet az 
u —-1l 
2 
alakra hoztuk. Ebből 





— H 


du 244] 
— ——ic [d § 
dx 


és a változókat szétválásztva 


du 
2zuti 





Mind a két oldalon integrálva 
1 
7 in 12631] — xF e. 


Emeljük mind a két oldalt e alapra. Ekkor 


244-1 a eféete sz Cete, 


8.2 


n értékét visszahélyettesítvé 
4y-42x-t3 sz Ce7, 
amiből 
l 
y s — (det 2x—3) 
4 
Megjegyezzük, hogy ezt a differenciálegyenletet más módszerrel is mee 
lehet oldani. 
3. Oldjuk meg a következő differenciáleg venletet: 
y 5 —2íZx43yy. 


A differcenciálegyenlét alakjáról azonnal látszik, hogy a 2xt3y — H 
helyettesítés lehetővé teszi a változók szétválasztását. Ebben az esetben 
243y — w és ebből 








, well 
TT 3 
Ezt felhasználva 
"1-2 
s — dm", 
3 
és ebből 
du 
— sz — 62 — 2(1—34). 
dx 
Az egyenlet változóit szétválaszíva 
du 
———— — 2 dx. 
1— 38 


A bal oldal integrálását külün végezzük el: 


du du 
Jé ÉTETEPITETETS 
feéseeetáe] e 
1—Főn 14V3u 


ii 1 : — 1 .— 
— — —— In j1— VK3541-5-— In 1 vu) — 
7 ( V3 i "ya l 


1 14 V3u 
— —m mm Ír NNNTT - 
2y3 1— V34 
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Eredményünket felhasználva 


l 
min 
2v3 


vagy az w értékét visszahelyettesítve 


l -- V3n 


— ] — 2x--c, 
1—- 34 " 








13 V3(2x1 3) 
1—- Y3(3x--3y) 


és éz még így is írható: 


ln — 4 V3x-é, , 








14 F32x—39) egál 
1— V3(2x e 3) 


4. ÖOldimk meg a kövélkező dilferenciálegyenletet ; 
Y s Fy—2k. 


A  differenciálegyenlet y — f(axtbyrc) alakú, azért alkalmazzuk 
az y—2x — 4 helyettesítést, amikor 15 y — w 42. Így egyéenktünk 
du 


S p2-Vü 
dx ! 


alakú, amelynek változói már szétválaszthatók, mégpedig 


du 
Ku—2 





s dx. 

A. bal oldal integrálját külön számítiuk ki, Helyettesítsünk Kw—-2 helyébe 
új változót, Ha 

FKu-2 sr, akkor 4 — ítt2F 

du — Z(v2) dr. 

Így az integrál 


véna fe2b af] aa 
VKu—2 v E 


— Zotá4álnle — 2(y4—2)tá4in [64 —2 . 
Differénciálégyenletünk megoldása tehát 


2(Y4—-2)ráln [Fv 2] — xte, 
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vagy visszatérve az eredeti változokra 
2íVy—23x)eln(yv—2x—2) — x— e 4, 
5. Megoldandó az 
y zo siníixty 


diflerenciáleégyénlét. 
A  differenciálegyenlet alakjáról azonnal látszik, hogy az 4 — xi-y 
helyettesítés célhoz vezet. Ekkor y — w —1], és égyénletünk 


dat : 
—eel[ — $In u, 


dx 


vagy a változókat szélválasztva 


du 


———— — ely 
sin 4-1 


alakú. 
A bal oldal integrálását külön végezzük el. Mivel az integrandus Sin wz 


[1 
racionális függvénye, ezéri a ig helyettesítést alkalmazzuk. Ekkor 











: 2 dí 
sints HW - -n— e, 
rt 172- 
Ennek segítségével 
2 dt 
dít Látó 2 dí 2 dr 
sin ehd 2t KN EGYETT TEN ETTE TS 
1--r: 
l 2 
r4-1 ; Ho 
8 


Diflerenciálégyenletünk megoldása tehát 


2 
z xTtce, 


(8141 
89 
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vagy átalakítva 


at 2 I 
ÉSÉT I 








6. Keressük meg az 


Í 
2x-y 


r 


F -— 





differenciálegyenletnek azt az integrálgörbéjét, amely áthalad a FíZ; —1) 
ponton. Hi 

A differenciálegyenlet alakjáról látszik, hogy a 24—y — 4 helyettesítést 
célszerű alkalmazni, Ebben az esetben y — 2—w, és így differenciál- 
égyenietünk 


l 





2—-H s —, 
li 
réndezés után 
edu H] 24—1 
ám — 2 —— — 1 
dx di I 


és a változók szétválasztása után 


H du 
21—]1 





m dx 


alakú. Az egyenlet bal oldalának integrálását külön végezzük el: 


d ] 24—1--1 l I l 
e - — f ——— du — — f dut — du — 
2u—1 2 2u54—1 2 2! 24—]1 


i 
H-t — in 134 — hl]. 
4 ! l 








nm] - 


Ezt felhasználva a dilferenciálegyenlet integrálja 


1 l 
7 [esz h2rk11] z XTrt, 


6ú 


4. az eredeti váliozókra visszatérve 
Í E — 
7 2x-yrln V4x—2y—1) — x— e. 


A PíZ; —1) ponton áthaladó integrálgürbére 


1 I 
76 riny9) z2—c. 


amiből 


c zz 05-41ny3. 


és Így a keresett görbe egyenlete 


2x—y-t1lny4x—23y—1 — 2x114-ln3, 


il. 


InyY4dx—2y—-1—-y— 1-3. 


7. Oldjuk meg az 


y —igiéx-ky) 


differenciálegyenletet! 


r ri v v dy du 
A célszerü helyéttesítés v — e-4-y, ekkor — — —— 
dx dx 


egyenletünk 


Hi 
-———] — ER rt 


dx 


alakú. Rendezve, til. a változókat szétválasztva 


du 


14-tej u " 


— 


A bal oldalt átalakítva 


cos: u du — dx, 


1 -- cos 2ú 


Mind a két oldalon integrálva 


—- ír -k 


2 


2 


aim Vt 
a 





du 


— dx, 


mm X-e 


1, és diferenciál- 
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Ha az eredeti változókat visszahelyettesítjük : 
2(x-4y)-tsin 2(xty) — 4x d, 


sin M(x-kyit2(v—x) s C. 


c AZy —f mxt byte] TÍPUSÚ DIFFERENCIÁL- 
dx by Ce 


EGYENLETEK. Ha az 
M(x, vi dx Níx,y)dy— 0 
differenciálegyenletben szereplő M és N függvények elsőfokúak, 
de nem homogének, azaz 
Mix, Yv) — ajxtbiVt űl 
N(x, v) — ax they ez 


alakúak tahol c, és cs egyszerre nem lehet 0), akkor a dif- 
ferenciálegyenlet helyettesítéssel szétválasztható változójú dif- 
ferenciálegyenletre vezethető vissza. 

Az eredeti egyenlet ebben az esetben felírható az 


,  axthytbei 
aXxrbayt ez 


alakban is. Ugyancsak helyettesítéssel vezethető vissza Sszét- 
választható változájú differenciálegyenletre az előbbűnél álta- 
lánosabb 


v zfl 


alakú egyenlet is. Két esetet különböztetünk meg. 
a) eset: ha 


atát a] 
axtbyt éz 


a b 


— a.b. — a.b ha ú, 
ds Da 








akkor az 


X — ut Xg, 
y7-— ta 
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helyettesítés célhoz vezet, ahol xg és ya az 
axtbryte -— Ü, 
a.x-tb.p tc. 0 
lineáris egyenletrendszernek a megoldása. Ebben az esetben 


dx — du, dy — dv, 
ill, 


wo d do 

dx du 
b] eset: ha 
a bi 


- ab. — a.b e Ü, 








d. B; 


akkor az előbb felirt lineáris egyenletrendszernek nincs egy- 
értelmű megoldása. Ebben az esetben a 


t — a xtbv 


helyettesítés viszi at az eredeti differenciálegyenletet szét- 
választható változójú differenciálegyenletbe. Most 


di d 
dx — ab 


dx" 
vagyis 
dv — 2 (dr— adó, 
ba 
1]. 


[dv A(dt 
Tod beldex tj 
Megjegyezzük, hogy az alkalmazott transzformáció ge0- 
metriailag az a) esetben azt jelenti, hogy a koordináta-rendszér 
origóját az 
anxtihyt ej - Ü, 
agx-bbeykez 70 


egyenesek metszéspontjába, a P(xg; yot pontba töltuk el ön- 
magával párhuzamosan. 


39 


Gyakorló feladatok 

1. Oldjuk meg a következő differenciálegyenlétet : 
(x—y—l]dx-Ht4áy4x—1idv — 80. 

Mmivel az 


Mix, yi s x—y—i, 
Nix, y) — 4y-x—1 


függvények neárisak, de nem homogének, nézzük meg először, hogy az 
—y—1 —(ú, 
xt4y—1] 50 


lineáris egyenletrendszernek van-e egyértelmű mégoidása. Mivel az egyenlet- 
rendszer delerminánsa 


]l —-1 











—mdirilz5zű, 

l 4 

egyértelmű megoldása van, mégpedig 

1 -1 
aal s, 

9" f aj I 
balo 

ln: EG TÉT HÉ 
l 4 








Az alkalmazott nelyettesítés tehát 


x s Hl], amikoris dx — du, 
ys5uv-tü, amikoris dj: 


Ezzel diflerenciálegyenletünk 
(1 —v)dut-(4dvt-ujdv — 0 


alakú lett, ez pedig hornogén fokszámú (fokszáma 1) differenciálegyenlet. A 


v s ut, do — ft düt u dt 
helyettesítés ezt az egyenletet az 


v(1—Odu utá 4-1 dütuüudt) eü 
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alakú szétválasztható változójú ditterenciálegyenletbe viszi át, Ez rende- 
zés után 


dni i 41-71 


H — 4rtil 


alakú, A második tag intégrálját külön számítjuk ki; 
dr --1 1 ar " 1 
dt — — ! — dr ———— dt 
41"31 2! 4-1 íírYr1l 


1 1 
— — Im (477 11--— arcte 2t. 
2 ( hm E 


I 





Ezt felhasználva 
t l 
in al in (áz: 7 1) ATCIB 2i — €i, 
il. I 
in ut(dr?31)-Farcig 2t — c, 


mm v Éj Ld 
Mivel tf— — és r—-y w—owsx—I, ezért a megoldás 
H 





ir 
lní(x-]F [/ Én ) 1] — arcig 2 
x—l] 


. 
Hi, 





z 
In [dd8-H(x— 19]-- aretg — 
x — 
alakú. 
2. Megoldandó a következő differenciálegyeniet : 


. 2x— 3yt3 
— 2x44y— 6. 


[d 


A 
2x—5vy-t3—0, 
2x4dy—á — 0 
lineáris egyenletrendszernek van egyértelmű megoldása, mert 
b —5 


a al7 180 


31 


Könnyű kiszámítani, hogy az egyenletrendszer megoldása xaz], vya— 1, alakú, Atalakítva 


igy az alkalmazandó helyettesítés 


é 3 
(47— 1732 — É) . 
x- will, y— v--l. [7 


Ekkor Visszahelyéttesítve előbb az w és c változókat 
dx — du, dy - dr, 
F (do—cii(r hanyt zet 
matd az x és 9 változókat 


(4y—x— Hít 2x—3É — 


a differenciálegyénlet pedig 
de 24—5D 
du — 2u41dp 


alakú. Ez homogén fokszárnú (foka 1) différenciálegyenlet. Alkalmazzuk 





Ezzel megkaptuk a diflérenciálegyenlet általános megoldását, 


bp dt , 3. Keressük meg a 
a v — ut, — — ttu—— helyettesítést. Ekkor E 
dit dan 


(2x5 4 3yt—7)x dx —(3x7?62yt—üjydy 0 


dt  un(2—5t) diterenciálegyenlet általános megoldását. 
13 4— — ——  , nként adódik az xt—nw, 47—p helyettesítés, amikor is 2x dxzdu és 
du — uw(2-6-dr) 29 dy—dr, és ezzel egyenletünk a 
df 3-71—4t? (24434 — Their —(364—2r—öidt — 0 


H — 5 
dt 2(1--2r) alakra hozható, A 


A változákat szélválaszíva 





24t3r—7 —Ű, 
arr) du 342r—8 5 ü 
AIRMED gl egyenletrendszer megoldása (amint az könnyen látható) 
Á bal oldalon álló integrált külön szárnítjuk ki, A racionális törtfüggyényt nal wsl 
parciális törtekre bontjuk. A nevezőben álló másodfokú függyény ZÉTFLIS- : 
í ea NN . sz Ni 
helyei — és —2, gyöktényezős alakja 4 [-) (1-2) — (41—1)(1-- 21. A a césszerű helyettesítés tehát a következő 
d 
u$Wzr22 r—sil. 
4172 A ki B 
—————  — —— Ekkor du—dr, du—ds 
g — - PT j -. 44 . 
4174 71—2 1-1 142 Ennek segítségével egyenletünk új alakja 
4 2 , , . ; 
azonosság alapján 4 — 7. H — 7? és így az integrál kér bh 351dr—(3r--zeeds — 0, 
Ez már homogén fokszámú e let (foka 1), i —st, dr — rid 
a 10 : egyenle h igy az r—st, dr — sdi--ids 
2(21-k1) dt ad In 14£—114—1In t42. helyettesítés következik. Ekkor Hi 
41"-47t—2 3 4 3 


sí2-h3(sdtrtds) —s(31-Nds 0 
; 2 és ebből 
am 141 — li ln [4-2] — — In [u4--Ín c 2(15—1)ds-(2t— 9) sedt — 0, 


Ezt felhasználva, differenciálegyenletünk megoldása 


92 93 


ill. a változókat szétválaszíva 


3143 
ds UV, 
§ 1"—1 


A jobb oldalon álló integrált külön számítjuk ki parciális törtekre born- 
tással. A 


2133 A B 


——- I ——— -- 
121 1-1 :31 


ej , 
azonosságból A — 7" - 7 ÉS Igy 


21--3 5 1 I fi 1 
— —. f —— dr—— ! —— dt — 
[E -[- 2.J 1-1 


3 I hí! ! In [/—11-]n e 
nr Tt [7 — 2 ; . . 





A differenciálegyenlet megoldása tehát 


5 1 
2 ns] 5 —in ein le J1— in e, 
11]. 
c r--1 
st — GT 


Fokozatosan áttérve az eredeti váliozókra 


; 
—41 


§ 
5? 
6 
s 
ír—sy — Círt5]), 


(4—n—IY — Cíutu—3], 
(x2—ya— 1) z C(x1.4.p?—3), 


és ezzel megkaptuk az általános megoldást. 


sszű€ 


4. Határozzuk meg az 


; 2x—yt 1 § 
v-( 


8. a 





differenciálegyenlet összés megoldását! 
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A 
2x—ryitl—-(, 


xzÚ 

egyenletrendszer megöldása x4—Ű, wash. A helyettesítés (ehát 
xs s ú6--ü  v5: ri], 

és ekkor dx du, dy—dv. Így egyenletünk 


GO ki E] k-j 
H 
de 


§ H 
, [8 , et 
alaku, Legyen most — zz £, ékkor c — més mm dtérrű Ezzel 
H 





dri 
H u 


1 di 9.gye 
du ( s 


III. a változókat szétválasztva 
dt du 
ESETE Tr 


A baj oldalon álló tag neveézőjének zérüshelyei t—d és 7—i, gyöktényező 
alakja (r—4Mr— I), és ezért s élöli 


l i 
dt ENEK" 
fe—-fl2 2]: - 
1—5rid .171—d r-1 
Í 1 [7-4 
— — (ln [/— 41— In [r— 11) — — In (— 1 . 
k. ] j 1) 3 n 1-1 





Ezt felhasználva 


ln 


ear 


— 3 ]n [w4--In e, 








r— 4 
—— - sz éw. 


r—1 


Visszahelyettesítve f értékét 
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végül u és r értékét 
y—4x—-1 
— r—— — im n — . - ex, 

y—x—1l 


és ezzel megkaptuk a differenciálegyenlet általános megoldását. 


5. Oldjuk meg az 
(xtpjdx(3xr3jy-dldy — 0 


differenciálegyenletet! 
ÁZ 
xtysű, 


3rt3y— 4 
egyenletrendszernek nincs egyértelmű megoldása, mert 
l I 
3 3 
Ekkor a célszerű helyettesítés 
xty:zt, dy— dt—dk, 


z Ü, 








és ezzel differenciálegyenletünk új alakja 
r der (3r—aj (dt —dx) — ú, 
vagy rendezve 
(4—2r)dx--(3r—4)dt — Ű, 
és ennek változói már szétválaszthatók: 


31—-4 
2 dx s —— dt. 
1—2 
Integrálva 


2xtÜ- SZsez dt — 3-2 ln 1£— 21. 
t—2 r—2 


Ha ! értékét visszahelyettesítjük, akkar 
3(xtyj-t3Ínlx4-y—21—2x — €, 
ill. 
x-t3y-tlníx-y—2g — €. 
6. Megoldandó az 
, 3x-2ytl 
Y-T 
3xt2y—1 
differenciálegyenlet. 
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Azonnal látszik, hogy a 


3xt2y--I — (1, 
3x42y—-1l1 -ú 


éegyenletrendszérnek nincs egyértelmű megoldása, hiszen 


3 2 
3 4 


Legyen ezért 





Ü 
Lal 


l 
3x-t2y—v, ekkür y — 7 (9-3, 
és így 
4-1 
pr-1 





5 ( 3) 
——— -— 
2 


Ebből 
dv — 2(vt1) 56—1 
— — —— —- 13 — 


dx vp—] 1—[ 





szétválasztva a változókat 


1—1 1 4 
" 5r—1 7 5 ( ar Ú 








integrálva 


péz ( im 152—1 
xftce s —Í1r—— In 15r—IIT , 
p (2-5) 
visszahelyétteésítve 
4 
5Xx-tti — 3et2y— Tin 115x-t19y— 1], 
ill, 
5 
in [13 410y—11——00— xi €. 


d) AZ yf(xydxtxg(xyjdy —- 0 TÍPUSÚ 
CIÁLEGYENLETEK. Ha az 


M(x, vy)dx--Níx, vdy 7-0 
differenciálegyenletben 


Mix, y) — py A(xy), 
Nix, 9) — xgíxm) 


DIÍFFEREN- 
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alakú függvények, akkor az 
É 
xy7i, azaz Y-T 


helyettesítés a differenciálegyenletet szétválasztható változójú 
differenciálegyenletbe  transzformálja át. Ebben az esetben 


x dt—tdx 
jön St 
Gyakorló feladatok 


1. Oldjuk meg az alábbi differenciálegyenletet : 
(y—xyj dx —(xtaxy]dy — 0. 

Ha az első tagból y-t, a másodikból x-et kiemelünk, akkor 
y(1—xpdx—xílit-xyidy — Ű, 


és a differenciálegyenletnek erről az alakjáról már látszik, hogy célszerű 
az xyszf-t helyettesíteni. Esetünkben 


x dt—tdx 
dy — ————— 


és ezzel 


7 


xi 


dt—tdx 


Í x 
—(1—t)dx—x(141) ——— — 0, 
x xx 


és rendezés után 


2rdx—x(134-tidt — Ü. 
A változókat szétválasztva 


integrálva 
2 In [xI--In € — In It]--i. 


cx 


zr, c — fert, 
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Ill. r értékét visszahelyettesítve 


cx? c xyerY ex — perY. 


2. Öldjük meg a köveikező differenciálegyenletet ; 
yet det xí(14-xytaxtyőjdy — 0. 
Alkalmazzuk az 


x dr—i dx 
xv sg, dy — 
xi 
transzformációt. Ekkor 


f — 
— ee D deze ÉT ss! 


x2 
A törteket eltüntetve 
(192-tidxrx(1371- ej dr—r(13-f--tőjdx s 0. 
Kendezveé 
"dx — ax(1-4-r4-röjdt. 
Válasszuk szét a változókat! 
dx 1 i IT 
— tert) dr. 
x 


Most már könnyen intégrálhatunk : 


1 1 
in Ix14]n € — —— ——73- In IrI. 
la 7 tinlel 


zt 
KNK EIZÉSTEI B 


ill, 7 értékének a visszahelyettesítése után 


Ebből 
x 
T — 
Í 


ln 








c 
ln [—— 
PF 








[dts] 

éxjyi xy 

Ha még a törteket is eltávolítjuk, akkor az általános megoldás a követ- 
kező alakra hozható : 


2x" et ln —I — —(1-42xw. 








3. Írjuk fel az 
(1—xytattjdx tr(xy—1jdy —0 


differenciálegyenlet integrálgörbé: közül azt, amely áthalad a P(I;2) 
ponton. l 

A. differenciálegyenlet alakjáról látszik, hogy nem pontosan yffxyjedx-k 
4 xgíxyidy — 0 alakú, hiszen az első tagban nem szerepel y szörzőként, 
és a második tagban ném x, hanem xt a efxyidy szorzója. Tudjuk 
azonban azt is, hogy ha az xy er helyettesítést alkalmazzuk, akkor 

x dt—t dx 


ey Ta 


Tr 


és a helyettesítés és szorzás elvégzése után most x?-tel egyszerűsíteni 
tudunk. Ez arra ösztönöz, hogy ebben az esetben is megkíséreljük az 
xy-i helyettesítését, ekkor 


x dt—t dx 
(4—t- e") dx txt (t— 11 ————— — ú 
xX 

Rendezés utári 

dxt xí(t—-iidr — (, 
a változókat szétválasztva 

dx 

— c (1—ífijdt, 

x 


iritégrálya 
ú 


1 
In IxI-té — f—, 
1x] 2 
r értékét visszahelyvettesítve az általános megoldás 
I r- 
In IxI te — xy , 


A P(1l:2) ponton áthaladó görbére 
c —2—2—0, 


így a görbe egyenlete 


in [xI — xy - (xyH. 


4. EGZAKT DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 
ÁZ 
M(x, pjdxt Nix, yjdy —0 
elsőrendű díifflerenciálegyenlet akkor és csak akkor egzakt, ha 


öm ON 

dy dx 
Az M és N függvényekről fel kell tennünk, hogy parciális 
deriváltjaik egy egyszeresen összefüggő T tartományban létez- 
nek és folytonosak. 

Egzakt differenciálegyenlet esetében van olyan F(x,y) 

függvény, hogy 

aF , aF 

öz 7 MCGY) és 57 NC) 
tehát 

M(x, vjdxtN(x, p)ddy — dF(x, y). 


vagyis a differenciálegyenlet bal oldalán az F(x, y) függyény- 
teljes differenciálja áll. A differenciálegyenlet általános meg- 
oldása 


Fix, sz €. 


Az P(x, y) függvényt kétféle módon is meghatározhatjuk: 
I. Mivel 


HF (xy) 
HEGT - Nix, y), 


ezért 
F(x,y) z f NC, y)dytf(0), 


ahol /(x) egyelőre ismeretlen (csak x-től függő) függvény. 
Mivel azonban 


öF(x, y) 


Hx Ha MG,y)h 


ezért. 


. [[ Nt, y)dv-f(] sz Míx, y), 
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azaz 
J o dyaf69 z M(wy), 


amiből az ismeretlen f(x) függvény kiszámítható : 


fed — J [s y) — J en gyl dx, 


mert egzakt egyenlet esetében ez az integrandus valóban csak 
xetől függ. Ezt felhasználva 


F(x,y) - finds ( [me- [552 ap do. 


Ha x és v szerepét felcseréljük, akkor 


F(x,y)y— f MG,y)dx4 J ves 7 — J LASSZ ER dy. 


2. Az F(x, y) függvény a dF teljes difierenciáljából vonal- 
integrállal ís kiszámítható. Az integrálás a f tartomány va- 
lamely (xo; yo) pontjából kiinduló, tetszőleges, teljes egészében 
T-ben fekvő görbe mentén történik. Ha a görbét célszerűen 
úgy választjuk, hogy az a koordinátatengelyekkel párhuzamos 
szakaszokból álljon, akkor 


F(x,y)— f ME y9dét f N(xo, md. 
Xg Va 


Gyakorló feladatok 

1. Oldjuk meg a következő díifferenciálegyenletet: 
(4x3 yt —2xy)dx-- (dx —x?)dy — Ü. 

A differenciálégyénlet egzakt, meétrt 


D 43yt— xy) — Íl23yt—2x, 
Öv 


B gyz — at) — 12xyt—2x, 
ax 
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Ekkor (teljes differenciálként integrálva) 


P(x, y) z f (3xtyt—xtjdy — xtvt xy f(x). 
Azonban 


a 
px OF) — dt 2, 


azaz 
dxőy—2xy fől) z 4x5y9—2xy, 


amiből 
fé) 7-0 vagyis fin — c. 


Fix, y) — xiyt—xtpee, 


Így 


és a differenciálegyenlet általános megoldása 
xy öxiy — € 
Ha x és y szerepét felcseréljük, akkor 


FCx,y) — f (dxtyt—2xyydx — xy — xvi g( 
Azonban 


a 
gy 0 — syg) az 3xtyt— at, 
AZAZ 
30198 —xthg ly) F 3xtyt— yi, 
amiből 


zt) —Ú, vagyis gíy) — c. 
Így 
Fix, y) — xiyt ybe, 


amint azt előbb is láttuk. 

Ha a megoldást vonalintegrál segítségével számítjuk ki, akkor legyen 
a vonalintegrál kezdőpontja az origó, a végpontja a tetszőleges (x:y) 
koordinátájú pont, és az integrációs út előbb a (0; 0) pontból az (x: 0) 
pontba, majd az (x; 0) pontból az (x; vy) végpontba vezető szakasz (IÜ. áb- 
ra). Az első szakasz az x tengelyen van (ekkor y—0), a második az y 
tengellyel párhuzamosan halad az y tengelytől x távolságra. 

Cr 


x PF 
Fix,y) 7 f (AE 0dE tf Gxtpt— xtd 
ú Ü 


3 y 
— 07 [e 7] z xy xy. 


hd 
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A differenciálegyentet általános megoldása tehát 
xy—-xyz e, 


amint azt már láttuk. 


10. ábra 





2. Határozzuk meg az 
(xt —vjdx—xdy— 0 
differenciálegyenlet általános megoldását! 
Mivel 
5708-9) 5-1 -— -(- a), 
ezért a differenciálegyenlet egzakt. Így 


Fix) — f62-vdx———xyt 80). 


Minthogy 
d [x 
— f—— xy nm -gx 
9 ( yo 09] 
kell, hogy legyen, ezért g(y)—, azaz e(Wy- e, és ezt felhasználva 
x3 
F(X, y) - ag 9Tte 
és a differenciálegyenlet általános megoldása 


xő 
2 ye C. 
c S 


104 


Ellenőrzésképpen differénciáljuk a megoldást x szerint. Ekkor 
dy 
x1—Íytx— hm, 
e az) 


amiből a differenciálegyenlet átrendezéssel azonnal megkapható. 
3. Oldjuk meg a 
(2x?-3y)dx1-(3x-ty—1]])dy 50 
differenciálegyenletet! 
Mivel 
a új 
— (2x?3-3y) — 3 — —(3x14y—1), 
gy Ax 
ezért a differenciálegyenlet egzakt. Esetünkben 


] 
F(x,y) — [234 dyjdx — — tt 3xytg(3). 
Minthogy 
d (1 
— E rt31y.80D) z 3xty-l] 
gy 2 


kell, hogy legyen, ezért ta bal öldalon a differenciálást elvégezve és ren- 
dezvel 


g(y) — y-], 
és ebből 
y 
gíy) — ——yi e, 
2 
Ezt felhasználva 
l y 
Fíx, yi s 7 xi 3xy-t z7yte 
és a dífferénciálegyenlet általános megoldása 
1 y 
— xt4-3xyF——y — CC. 
2 Ta 
d. Megoldandó az 


(e dx) der (Zxyerrt— 3 dy 0 


differenciálegyenlet. 
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A differenciálegyenlet egzakt, mert 


d 
5 ZETA 43) a ye A Zxyter — — (2xyeró 399), 


Ezért 
F(x,y) — f(axyerő —3yöj dy — erő pa f(x). 


Minthogy azonban 
e 
az (e f09) s EV 4 


kell hogy legyen, ezért 
f(x) 7 49, 
fix) — x-re, 
és Így 
Fo y-er-yarpxite. 
A differenciálegyenlet általáncs megoldása 
eme ppot z CC, 


5. Keressük a következő differenciálegyenlet általános megoldását: 





[AAA 2] : 12 xpjd — 0 
k x(xr)) egy rek] e 


A differenciálegyenlet egzakt, hiszen 





d ; y ] xíxtyh- xx 1 

— 1 y2— ———, 2i s 24— ——-—— zs /y— ————, 
dy x(x-iy) KÉxeyy (ety 
e i 

— 2 11 — ————-t2y, 

Fri eger port y] Grjit " 


és a két parciális derivált azonosan egyenlő, Most 


FÉx, y) - [zta] dy — In ][x3-yl--ytíx 11) 43). 


Mrvel pedig 


ka a az pi a 
ja inbersl tte 1-9] 2 TT 
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kell hogy légyén, ezért 


ETI. 


y 


f09-- X(XI) xy " x 





fix) — —-In lxl-3x-re. 


Ezzel 


A 


F(x, y) - In letolt y3íx-1)-ln lx143xt€. 


differenciálegyenlet általános megoldása 





ln 





-- 
E gttra 1)-—-2x sz €, 


A megoldás helyés, mert például x szerint differenciálva a megoldás 


mind a két oldalán 


dy 
[ 15] x—íxtgy 
dx 


d dj 
—— 12y—(x41)-ryi3-2 — 0, 
X--g x vaz ht 


ebből 


1 


—mgbázobe tl tl) y4t2 0 
xíx-ky) ax dx MT j 


és még dx-szel ís végigszorozva az éegyeülétét 





1 
Isten] dy-[/- 
£txy 


tsa] dx s Ű, 
x(x--y) 


ami éppen az adott differenciálégyenlet. 


6. Határozzuk meg a következő differenciálegyenlet általános meg- 


üldását: 


(xb y cos xidx-bsin x dy — 0. 
A differenciálegyenlet egzakt, mert 


A 
— sin x — C€08x —  egycos 3). 
dx ay 


Az általános megoldást most vonalintegrál segítségével határozzuk meg. 


Legyen az integrációs út az origóból az (x; y) pontba vezető törött vonal 
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amelynek az első szakasza az x tengelyen van, a második szakasza pedig 
párhuzamos az y tengellyel. Ekkor 


a y 
Fix, y) — f Z-0-cos fd sin x dy — 
ü [1 


2 
Az általános megoldás tehát 
x2:3x3ysinx — €. 


F- -) xi . 
zzz 61 3 [1 sin xf s a tysinx. 
ül 


Válasszunk a vonalintegrál kiszámításához most más ulat! Legyen az 
integrációs út például a P(1; 4) pontból a OC; y) ponthoz vezető törött 
vonal, amelynek egyik szakasza az x, másik szakasza az y tengellyel pár- 
huzamos. Ekkor az x tengellyel párhuzamos szakaszon y—1. 


-. y 
F(x, Yy) — f (E-r-coséjdf kf sin x dy — 
i Í 


- Ég sin ee sín x], — 


xt 1 . . . 
avsnx—etsIA 14-ys5m.x— sin x — 


il 


x , mi l 
— — Sn x—sin 1—— . 
2 Ty 2 


A differenciálegyenlet általános megoldása tehát 
x8 , . l 
zt SET x 4- sm 1—- mű, 


VAEY 
ax: 


—hysinx — C, 
2 


Í 
amint azt már láttuk. Ítt € — ee sÍn 1. 


7. Megoldandó az 


3 1 
631" dx4 [oder DF] dv ső 


differenciálegyenlet. 
A differenciálegyenlet egzakt, mert 


a 8 a f-B 
A [841] — 3y(yt21)" 5 — [dodegy(yt e 1)" ] . 
gy dx 
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A megoldást szolgáltató Ffx, y) függvényt vonalintegrállai szárítjuk ki. 
Legyen az integrációs út az origóból az (x; y) pontba vezető törött vonal, 
amelynek egyik szakasza az x tengelyre esik, másik szakasza az y tengellyel 
párhuzamos. Ekkor 


x 3 F 1 
Ftx.y) — f 0-1)"7 dá f [doc a 15] ej 
Úr ú 


2p 
x ÍíY 3 (7x1l)jő 
Ez tI— 3 — xy ——— — 
te 3 27 3 


2 u 
y" 2 
s xtztxiét b" —x. 


Az általános megoldás tehát 


E] 
vp3xím ri! — CC, 


5, EGZAKT DHIFFERENCIÁLEGYENLETRE. 
VISSZAVEZETHETŐ DIFFERENCIÁLEGYENLETEK, 
INTEGRÁLÓ TÉNYEZŐ 


Ha az 
Mix, yjdxtNíx, jjdy 70 
differenciálegyénlet nem egzakt, sok esetben elérhető, hogy egy 


alkalmas míx, y)-0 függvénnyel megszorozva az egyenlet bal 


oldalát, az egzakttá válik. Az m(x, p)) függvényt integráló 
tényezőnek nevezik. Ha az 


mM dxtmNdy7-€ 


difierenciálegyenlet egzakt, akkor eleget tesz a 
a d 
ay Mm) — px NN), 


109 


és az ehből kapható 


ö6 ÖN) dm ÖM 
La dx Ax ey 


bj 


11]. 

94 0N  Ölam élni 

gy  öx dx dy 
parciális differenciálegyenletnek, és megfordítva ennek az 
egyenletnek egy partikuláris megoldása integráló tényező. AZ 
integráló tényezőre kapott parciális egyenletet nem tudjuk 
mindig megoldani, és ezért nem található bármilyen elsőrendű 
differenciálegyenlethez integráló tényező, amely ezt egzakttá 
tenné. Néhány speciális esetben azonban könnyen található 
integráló tényező. Ilyen egyszerű eséteket sorolunk fel most. 

I. Ha 


öm ÖN 
Lk Ni dy 7 — f(x), 
azaz csak x-től függő függvény, akkor 
Mm — elfords 


integráló tényező. 


2. Ha 
öM ÖN 
ölnm  dy dx 
TERÉN 7 EN g (9), 
azaz csak v-tól függő függvény, akkor 
H e Ígedy 
integráló tényező. 
3. Ha 
öMőm ÖN 
-— ——— — Nf(x)— MELY), 
öv öz If) — Mgly) 
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akkor 


m — effeogdzr folydy 
integráló tényező. 

4. Ha M és N azonos fokszámú homogén függvények, és 
Mx--Ny5Ű, akkor 


I 
Mm — —— -—— 
Mxt Ny 


integráló tényező. 
5. Ha az 


M(x, vjdx-tNíx, p)dy 0 
differenciálegyenlet felírható 


yhlxy) dx tt xflxy)dy 0 
alakban, akkor 


l 
ún Mx— Ny 


integráló tényező, 

Amint az látható, az mtegráló tényező meghatározásához 
még a felsorolt legegyszerűbb esetekben is integrálnunk kell. 
Elkerülhetjük ezt a lépést (és ezzel gyorsabban juthatunk 
a célhoz), ha néhány gyakran előforduló kétváltozós függvény 
teljes differenciálját ismerjük, és az adott differenciálegyenlet 
tagjai között a teljes differenciál olyan részleteit ismerjük fel, 
amelyekből a teljes differenciál egy alkalmas szorzótényezővel 
— ez lesz az integráló tényező — való szorzással előállítható. 
Most néhány teljes differenciált sorolunk fel: 


(h)  xdy-4tydx öz díxy), 


BD zdszydy- d[767409], 
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dy—yd 
gy 82 -IE ge 
(3) a s d[7]. Gyakorló feladatok 
1. Oldj E; mg: 
(4) xdy—ydx g x djuk meg a következő difterenciálegyenletet: 
y zet pp lötstrxjdráxydy — Ü. 
am 
dy — dx — — ő aN ; 
6 29-S  aln2 - — ett 2 5-2 
xy veg gy 99 Frlslrrásdánló 
a differenciálegyenlet nem cé 
xdyit-ydx találni. egzakt. Kiséreljünk meg integráló tényező 
49) NET — dtíin xy), Minthogy mier. tényezőt 
MAN 
xdy-:-ydx 1 — — — 
(7) xdsde aj erv], .gy dx  2y-y 1 
x—y N 0 xy — 7 fo 
3 dx-Hd et integráló té 
(8) Éze — din, ezért integráló tényező létezik, mégpedig 
xdy—ydx mixi s e fred - eléri — gthk gy 
(9) geg v — d rete 2] Ennek ken i 
y xb? ek segltségével az 
(10) pdx—xdy az És XI]. Görxy Fatjdetaxtydy 50 
x s 
(x-49) xty egyenlet már egzakt, 
(11) xdy-ydx 
gyi s i Fly) az fssayt sé) dx — EE Ész 
, d a 7 —mTERFR 
xdx4ydx (a Mivel 3 
(12 ——— - d1(— —— sze x kés 
(xy) (n—l(xyyet 15 3 gy) sz xy 
agy 29dx al XI kell hogy legyen, ezért 
(r—py 2 x—y[/ ty) 
§ z — 
(14) FT 7 d orosin xt o xt xgyi 
XX F.X -F Xx a FeYeztz e 
A , 
(15) Xxdxtydy — l a és az let általá 
egy — d 7 ha (2 yni . egyenlet általános megoldása 
112 jat drtrőxtyt CC 
1 - 
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2. Megoldandó a következő differenciálégyenleét : 


(2xvteri23xyt ht yjdxiíxt per — xy —3xjdy — 0. 


Mivel 
a M 
— — $xver32xyter úxy?— 1], 
ay 
agy 
— — 2xyter—21xy— 3, 
dx 


ezért az égyenlet nem egzakt. Keressünk inlegráló tényezőt! Minthogy 


oő aN 
—— — — 8xyeftőxyit4 — 4í2xvet 1 2xyői1), 


dy dx 
M — ví2xyter3-2xyt-HI) 


és 


ezért látszik, hogy 
Jo ag 


a 
tt 


dy dx 
AM y 
csak v-tól függ. és így integráló tényező létezik, mégvedig 


a 
míy) — e Ív? sz eri y 


A 


Felhasználva az imtégráló tényezőt, a 


j] F- 
y y y yi 


differenciálegyenlet már egzakt. 


x 1 
F — 2xe"t2—t— [dx — 
(x,y) f XET-k y 53) x 


xi xx 
— xteyr dt —tetlyk 
Y NY 


Mivel 


aF xi 3x ke. 
—- — xfey————— gp íy 


dy § izüllllli i 
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azonosan egyenlő kell, hogy legyen az 


ah. 
N — xs - [3] -32 
y y 


függvénnyel, ezért 


rí) — 0, vagyis g(y— e, 


és ezzel 
x Fr x 
Fíx, y) — xter— EB) —3 ge. 
y yt 
A differenciálegyenlet általános megoldása 
x? 
xigy 2 3i C. 
yo 


3. Kereéssük meg az 
(xt-ydx—xyedy szü 


d ierenciálegyenlet mepoldását! 
z égyenlet homogén fokszámú (foka 4), és ezért megoldható az y— 
helyettesítéssel is. Rövidebb a megoldás, ha az egyenletet az Nt 


I 
MxiNy (xt t-t) x—xyiy x5 


integráló tényező segítsépével egzakttá tesszük. Az egzakt egyenlet 
lyi y 
[- d gr! dy — ü. 
Most 


J í 
F(x, y) - [-3 6 — -— fü. 
Mivel i ú 


9 yi yt l yt 
ax [-— 769) - at tax) zt. 


kell hogy legyen, ezért 


fi l LARA 
fins 7 ésigy f(x) — Inixije, 


PF 
F(íx,y) — —zari lxf-- e, 
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és a megoldás 


vi c 4xtilnixi text 


4. Oldjuk meg az 
véxtyi 3 d)dxtxí2—deydy 0 


differenciálegyenletet" 
A differenciálégyenlet 


ef.yydxtxf.lxyydy -ü 


alakú, ezért az 
I l 
mix, y] — ——— e— — 


Mx—Ny xy(éw 4-2 —xyít2—2x"y) day 
függvény integráló tényező. A segítségével kapható egzakt difflerenciál- 


egyenlet 
xy 4 1—2xy 
EZT fed — 
Jat yi 3xtas 


alakú, Most 


xyar2 l 2 ) 
-— ——r— ej — s - — d 
Fo y) J 3x7y8 ji J ( 3x 3xjyt " 





l 
7 ginhi- ja 50 
Minthogy 
aF 2, ? ) e E 
gp may" XI E jegye" 
ezért 
2 . 2 
£(yy——— , ill. gfyy ——— lIniyl-- in c. 
3y 3 


Ezt felhasználva 


I 2 
Füvy sm inixi— 7 niitine. 


Jadyi 


A differenciálegyenlet megoldása tehát 


In lay? — — €. 





xii 
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5. Keressük meg a következő differenciálegyenlet általános megoldását! 


x dy—y dx—(1—x?dx — 0. 


Mivel 


ÖM i 99, 
de dx" 


a differenciálegyenlet nem egzakt. Azonban 


ami csak x-től függ, és így integráló tényező létezik, mégpedig 


af 9aN 
dy dx s 2 
tj xx" 


FA 
káli" É-i 


míixise x — g-?flnx me 


Ezt felhasználva az 


1 
— ily — 5ra-]e —Ű 
x : 


egyenlet mar egzakt. Most 


1 
xt 


l i 
Fix, y) - [7 dy ey fül 


Minthogy 
ap A NN y 1 
öz af e-t 
ezért 
; l . 1 
ft) ——— I, ált. f(x) —txh re, 
x X 


és igy 


I 
Fix, y] — Eszsxte 


Az általános megoldás 


vagy 


y 1 
—TI—4xszű, 
fé. ü8 -X 


FY—-—(x—x:t—I, 
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Lényegesen rövidebb úton jutunk el a megoldáshoz, ha észrevesszük, 
hogy az elsősorban szóba kerülhető (34—(5) teljes differenciálok közül 
a (3)-at érdemes kialakítani, mert ekkor a bal oldal első két tagjából tel- 
jes differenciál képezhető. Ehhez xi-tel kel! elosztani az egyenlet minden 


1 
tagját (az integráló tényező : se) . Ekkar 
B 





-pdx í1 
zo) dx — 0, 
x? x8 
I 
a(z - [Jas 
xx JE kie 
és ebből 
j I 
Fa öga e, 
xx x 


arruüt azt már láttuk. 


6. Oldjuk meg az 
xdytydx — xs yidi 


differenciálegyenléteét ! 
A. differenciálegyenlet nem egzakt, sőt mivel 


öMőM 48N I 

— —— zs (1—2x8yj—l 5 —2xty 

ge ax 
M-mel, ill, N-nel osztva nem ad csak xetől, ili. v-tói függő függvényt, 
integráló tényező keresése nem megy égyszerű módon. Ha azonban észre- 
vesszük, hogy xév"-tel átosztva 


x dytydx 
e —— e — — dx, 

xv 
és így a bal oldalon telies differenciált kapunk [(11) eset], akkor ináris 
készen vagyunk. Ekkor ugyaris 


l 
a [-— s dx, 
XV 
ili. integrálás után 
i 
— — s xir, 
xy 
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amiből az általános megoklás 


l 


FT xíx-ej 


KN . 1. 
Figyeljük meg azt is, hogy az —— tényező integráló tényező, És az osztás 
AT F 
után kapott egyenlet egzakt diíferenciálegyenlet. 


7. Határozzuk meg az 
y dx—x dye-t-in x dx — 4 


differenciálegyenlet általános megoldását! 

A differenciálegyenlet első két tagja teljes differenciálra utal. Olyan 
integráló tényezőt kell választanunk, amely az első két tagból teljes dif- 
ferenciált alakít ki (ilyen több is lehetséges), a harrnadik tag pedig — az 
ott szereplő dx miatt — csak x-től függjön. Ezért az integráló tényező csak 
x-xől fúgghet. Végigtekintve az (13...(15) kifejezéseken, észrevehető, hogy 


1 : 
az mix) — —z alkalmas integráló tényező. Ezzel 
xX 


xdy—vydx lnx 
ET 
xt x 


dx s Ű, 





UI, (3) alapján 


l 
d 3 — keltés dx, 
x xi 


amiből 


y ln x 
—— - dx. 
x x8 


A. jobb oldalon álló integrált parciális integrálással számítjuk ki. 








, és ezzel 


In x 1 l 1 ii 
J dx — ——1lnxtf —dx —-—lnx—— ie. 
xa x xt x x 


Így a megoldás 


l 1 
Legyen 4 — —, v — In x, ekkor u ———, v z 
xi x 


m[/- 





y s 60lnx—11 cx. 
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8. Üldjuk meg a következő differenciáléegyenlétet: 
xdv—y dx — xöyíx day dx). 


Vegyük észre, hogy ha x7-tel (v0) előszíjuk az egyenlet mind a két 
oldalát, akkor 
xdv—yY dx 
EL — xyíx dy-ry da), 
ft Hi 
ll . 
és (3), ill. (1) alapján mind a két oldalon teljes differenciál áll E az intég- 
ráló tényezőt) ; 
d 7) — xy d(xy). 
K 
Innén 
v 1 (xyz 
— 7-7 íx €, 
x 2 y 
FA. 
ey - xöyigzüx, 
a. Üldjuk meg az 
x dxt-y dytdáyfítryődy 0 
diffierenciálegyenletet! i 
A bal oldal harmadik tagja azt sugallja, hogy osszuk el az egyenletet 
(vt-- y"-tel. Ekkor 
x dxtydy 


xirvt F4v dy — (, 


és igy (15) alapján 


Í 
d ÍZ ln erasy[4497 dy —ú, 
vagyis 
l 
7 Iiníxstyöatryt e 
az általános megoldás. Ez felírható még az 
(2 -h ye a C 


alakban is. 
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10. Oldjuk meg a következő differenciálegyenletet: 
(xtyjdx—(x—yjdy — Ű. 
Alakítsuk át a bal oldalt 


x dx1-y dy—íx dy—y dx) — (, 


A bal oldalon álló tagok az 





a integráló tényező bevezetését indokol- 


Ják, mert akkor (15) és (9) szerint a bal oldalon két teljes differenciál áll: 


I 
ed ÍZ in bas] — d free 2) s Űű. 
2 x 
Ebből 
in ("tvt — 2 arctg 2 he, 
x 


vagy átalakítva 


2 arctg 
xi-y —Üe . 


Ez a differenciálegyenlet általános megoldása, és ez polárkoordinátás 
alakba írva 


FF. Keev. 


6. ELSŐRENDŰ LINEÁRIS DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


AZ 
v-rvPíx) — O0(x) 


alakú differenciálegyenlet (amelyben y" és y elsőfokú) első- 
rendű,  finedris  differenciálegyenletnek nevezzük. P(x) és 
0(x) valamilyen [c4, x2] intervallumban értelmezett folytonos 
függvények. 

Ha ÜGJEÜ, akkor a lineáris differenciálegyenlet kornorén, 
ellenkező esetben inhomogén. 

Például az 


v-t2xy -sinx 
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egyenlet elsőrendű nem lineáris differenciálegyenlet, az 
y42xy- sin x 

egyenlet elsőrendű inhomogén lineáris, az 
vt2xy—- 0 

egyenlet elsőrendű homogén linéáris differenciálegyenlet. 

Ha az vy és y együtthatói állandók, a differenciálegyenlet 

állandó együtthatós lineáris diflerenciálegyenlet. Ilyen például a 

3 4-2y e 


egyenlet. 


a) ELSŐRENDŰ HOMOGÉN LINEÁRIS DIFFEREN- 
CIÁLEGYENLETEK. Az 


ytPGJy-ü 


elsőrendű homogén lineáris differenciálegyenlet szétválaszt- 
ható változójú differenciálegyenlet, ugyanis 


dy 

dx — — P(x)y, 
dy 

E. s a PíxYdx 
F (x) 


és integrálva 
In] e —f P(x dx - c, 
amiből az általános megoldás 
y - ce Íros 


alakú, ahol C tetszőleges állandó. 
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Gyakorló feladatok 


1. Oldjuk meg a következő differenciálegyenleteket : 


(a) y-á2xy ző, 
(b) xy-yzÜ, 
tc) y—2yeigx — 
ta) — Ha a változókat szétválasztjuk, akkor 
d 
kzt 2x dx, 
xy 
inilyI — —x7- e, 
ya esétt — (e-t 


Ha a bevezetésben említett formulát használjuk, akkor 


— dx d. ey 
y- Ce fgrdx  6—xt 


-1- LL ax 
íbi y ce ne —- Ce" sz €x, 


C04 


(e) y— Ce -f/dstgxáx céJ s 


— Cetelinasle Csintax, 


dx 





2. Fekintsünk egy aramkört, amelyben egy R, í3 ellenállás, egy L£, 
A önindukciós együtthatójú tekercs és egy TV, F (állandó) belső feszültségű 
áramforrás van sorba kapcsolva. Írjuk fel az áramerősség változását az 
idő függvényében! Legyen £—0,25 H, R—100£2. Az áramkör zárása 
után mennyi idővel éri el az áramerősség a maximális áramerősség 99 4-át? 
Áz áramkör megszakítása után mennyi idővel esik le az áramerősség 
a maximális érték 24-ára? 

Az áramkör zárásakor (vagy megszakításakor) a tekercsben öninduk- 
ciós feszültség ébred, amelynek nagysága arányos az áramerősség meg- 
változásának sebességével, és az őt létrehozó változást akadályozni igyek- 
szik. Áz arányossági tényező az önindukciós együttható, Az önindukciós 
feszültség tehát (7 jelöli az áramerősséget) 


Éj L li 
öz dr? 
és Így a feszültség 
di 
nu —tU/13tt Ur, 
. dt 
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Ohm törvénye szerint 


raj dí 
: H dj 
i — Rk R a 
amtből 
L di Ri-U 
—-[ iÍ — . 
dt 


Ez a differenciálegyenlet írja le az áramerősség időben történő változását, 
Bár ez elsőrendű, lineáris, állandó együtthatós inhomogén egyenlet, mégis 
megoldható a változók szétválasztásával, ha [állandó, vagyis egyen- 
áramról van szó. (Ha váltakozófeszültséget kapcsolunk az áramkörbe, 
a differenciálegyenlet jellege megmarad, de a megoldás már más. L. a 
c) alfejezet 5. feladatát.) Most 








amiből a megoldás 

WU -E 1 
i—-——diűCe F". 
R 
Az áramkör zárásakor 1—0-nak /1—0 felel meg, vagyis az így adódó 

[7 
R 

egyenletbűl 


c- [ 
— 


és ezzel kz 
i — Z1-ee. 
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Ez azt jelenti, hogy az áramerősség / növekedtével fokozatosan, de gyorsan 
vag hz , LU 
(exponenciálisan) növekszik és az Fr értékhez (mint határértékhezi tart. 


A maximális áramerősség 99 §-a olyan r időpontban lép fel, amikor 


099 — — Fú-et), 








amiből 
RH 
0.99 21-87, 
VvAágyis 
L L 
ts —— iIinGül — — In 100. 
R R 
A feladat adataival 
0.25 00461 
f I — I 
100 n 104 0 0115 
Más pere. 


Az áramkör megszakításakor a 450 időpillanatban [7/—O, és így ha 
a (5 ú-hoz tartozó áramerősség í, akkor 


Íg uzi 0--€, 


és ezzel 


. . zt 
I — Íge L 


Áz áramérősség nem azonnal zuhan Ü-ra, hanem exponenciálisan 
csükken. 
ÁZ ín áramerősség 29-ára esik az áramerősség, amikor 
B, 
hülye hne F , 
armiből 
L L 
t — eln 02 — —In 4. 
AR R 
Adatainkkal 


Ú,25 00351 
ln 50 — 


Ir — Fi 
100 








— 00098 


másodperc. 
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b) ELSŐRENDŰ INHOMOGÉN LINEÁRIS DIFFEREN- 
CIÁLEGYENLETEK. AZ ÁLLANDÓ VARIÁLÁSÁNAK 
MÓDSZERE. Az elsőrendű inhomogén lineáris differenciál- 
egyenlet általános alakja 


vit P(x)y — 01), 


ahol Píx) és OC) valamilyen fa, b] intervallumban folytonos 
függvény és 0(x)é0, mert akkor az egyenlet homogén volna. 
A differenciálegyenlet általános megoldása 


y7 Yfi4 ya 
alakú, ahol Y az adott inhomogén egyenlethez tartozó 
Y 3 Píxyjy-0 


homogén egyenlet (homogén rész) általános megoldása, Fa 
pedig az inhomogén egyenletnek egy partikuláris megoldása. 
Az aj) fejezet alapján 


Y z Ce —ÍPGJak 


az inhomogén egyenlet egy ya partikuláris megoldása pedig 
a homogén rész általános megoldásából a (Lagrange-től 
származó) [/. L. Lagrange (1736—1813) Írancia matematikus] 
állandó variálásának módszerével határozható meg. A mód- 
szer abban áll, hogy az inhomogén egyenlet va partikuláris 
megoldását a homogén egyenlet már ismert általános meg- 
oldásához hasonló szerkezetűnek tételezzük fel, csak az abban 
szereplő C állandót most egy €Cíx) függvénynek képzeljük 
(az állandót , variáljuk "), azaz 


ya - CG)e fos 
alakúnak tekintjük. Kérdés, hogy milyen €(x) függvény mellett 
lesz az va, függvény az inhomogén egyenletnek megoldása. 
Kiszámítva yg-t 


yi z Ce Fe Eye ÍM PE), 
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ezt az eredeti inhomogén egyenletbe helyettesítjük : 


Ce ÍTds Eg) Pepe ÍS, Peter Írta 
— 01), 

amiből 
C(x) — DGJeÍPos 


Vegyük észre, hogy ebben az egyenletben C(x) nem szerepel. 
Intégrálva 


Cíx) — foggelros dx. 
Ezzel a €(x) függvényt meghatároztuk. Ennek segítségével 
va z CG)Y — [/ocAelree dx] e7Írtddx 


Az inhomogén differenciálegyenlet általános megoldása tehát 


y- Yv — CeÍPee [forgefroe d) eeÍreas 
VAgy 


y- eíroe(forgerosgy e). 


Ugyanehhez a megoldáshoz jutunk, ha észrevesszük, hogy 


d az fej 
e (sej Jax) Me eze Te9es g pe Prjel9e Hi 


— elredás (y 1yP(x)). 


Írixjax ; ein ür rt . ; , 
azaz e mtiegráló tényező, amely az inhomogén differen- 
ciálegyenlet bal oldalát teljes diflerenciálba viszi át. Szorozzuk 


meg tehát az inhomogén egyenlet mind a két oldalát az integ- 
ráló tényezővel. Ekkor 


ej Xidx kj ÉTÉ a 
az elte z eTO 
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Mind a két oldalon integrálva 


yel Pax —- foegelroe dxxC, 
amiből 
y- erÍresz( foegef ros gxa 0]. 


Égy harmadik módszerhez juthatunk akkor, ha feltételezzük, 
hogy az inhomogén egyenlet általános megoldása két, csak 
x-től függő fegyelőre ismeretlen) függvény szorzata: 


y — ut(xjutlx]). 
Ekkor 
yos ivtea 
és ezt az eredeti differenciálegyenletbe helyettesítve 
vvtuv-t Pixh — ix), 
vagy átrendezve 
u(v tt Pvwj-tívrr— 0) — 0. 


Ez az egyenlet bármilyen x-re fennáll, ha mind a két tagja 
külön-külön Ő, azaz 


v4Pr 7-7 (, 
§6r—4 —ü. 
Az első egyenletből (c-ben homogén lineáris differenciálegyenlet) 
pb e Pa 
(az integrációs konstanst elhagytuk), és ha ezt a másodikba 
helyettesítjük 


tt — foGgel Tot Le. 


Az inhomogén differenciálegyenlet általános megoldása tehát 


y — b — e Ípesá (ormelros a 
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Gyakorló feladatok 


1. Oldjuk meg a következő lineáris differenciálegyenletet: 
y—R. s xXt4x—2 
ő 


Első megoldás: Oldjuk meg először az 


homogén egyenletet (a homogén részt! például a változók szétválasztásával, 
Ekkor 


lmelle 
—  —z 


dr Y dY üi dx 
dx x" 


— — —, IniFi— Inlxl4ln € 
Y Ax 
Y — Cx. 


Az inhomogén differenciálegyenlet va partikuláris megöldását az állandó 
variálásának mödszerévet keressük meg. Legyen tehát 


ya — Cíx)x 
alakú. Ekkor 
hm: C()xtCÜ 
Ezt az eredeti egyenletbe hélyettésítve 
C (xx 





C"ix)xtHűlxj— 
amiből 
z 
C(xh- x13-—-—, 
x 


sz y43x—Z, 


ill. 
xi 
Cíx) — zt jx"e2 in Ixl. 


Ennek segitségével 
xI 
ya - Cíxjx — zt 3xt— 2x In Ixl, 
És így az általános megoldás 


x3 
y5s Y ty — 7t 3xt4 €x—2x ln Ial. 
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Második megoldás: Mivel 


ji 
ÍPG)dx - f-- ds — — In ix!, 
x 
így egy integráló tényező 


efrenaz hal! 
x 


alakú. Ennek segítségével 


1 1 
— gy - [8 (x133x— 2) dx, 
x xv 
VALYIS 
2 x 
y — x [r3-] dx x[5635—2inht re] - 
Ax 


x3 
— zt 3x:— 2x ln [x1--€x, 


armnint azt már láttuk. 
Harmadik megoldás: Az mhomogén egyenlet általános megoldását 
keressük 


y — níx]véi) 
alakban. Ekkor 
Yv -iírvtnr 


és ezt az eredeti egyenletbe helyettesítve 


1 
Hut ur— s (uw) — xzt3x— 2, 
Ax 


p 
tt 9-5] eve sze 2)  Ü. 
x 


Ez. akkor teljesül bármilyen x-re, ha 
p 


1—-— —(, 
xx 


úHp—-x1—3x-H2—Ű. 
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Az első egyenletből (hömögén egyenlet) 
Vt — X, 


ezt a másodikba helyettesítve 


HW — x13—— , 
fő ü8 
Hl, irtiegrálva 


xt 
u — az rx-éin hl €. 


Így az általános megoldás 
a 


XL 
y- HU sz zráé-zxin lx[F €x. 


Z. Oldjuk meg a következő differenciálégyenletet: 


y sin x—yéosx s —I. 


A. differenciálegyenlet tneáris, inhomogén és az állandó variálásának 
módszerével oldjuk meg. 
Az 
Ysnx—Feéosxzü 


homogén egyenlet általános megoldása 


prta d. B. 
bj 


Y — e! kir — Ce" Isim ae] Csin x. 





Az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldását az 
Ya — C(xisim ax 

alakban keressük. Ekkor 
y4 — C(x)sim xHCÍx) cos x, 


és visszahelyettésítve 





CC (x) sm x-FO(x) cos x sin x—Cixiam xcosx ——1. 
Ehbői 
C (xx) ———  , 
sin: ax 
integrálva 
Cíx) — ctg x. 


kh — ClEx:sim Xx s cos xx, 
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és az általános megoldás 


y — Ft — Csin xtcos x. 


3. Üldjuk meg az 
(x—2)y —y — 2(x—2y? 


dilerenciálegyenletet! ; 
Az inhomogén, lineáris differenciálegyenletet az x-—2 tényezővel (x 72) 


l 
végigosztva leolvasható, hogy Pix) 7" O00) z Hx—2y, és így 
A — 


ÍPeo)dx - [- 7 


tehát egy integráló tényező az 
l 
x-2 





dx — —In]x—2], 
2 


e Im]a—3I 





kifejezés. 
Ekkör 








1 
—— y - [— 2(x—2Y dx — 2 f(x-2) dx s (x—2y4€. 


Ebből 
y — (r—243-C(x—2k 


4. Keressük meg az 
vV--yetgx s 5e787 
lineáris inhomogén differenciálegyenlet integrálgörbéi közül azt, amely 
áttnegy az P 5; -a) pontcn. 


A differenciálegyenlet megoldását most szorzat alakban keressük. 
Legyen 


y — ulxivía], 
ekkor 
v s getwue, 
és ezt az egyenletbe helyettesítve 


6v--ur tur cig ax — 5e7e 5, 
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Átrendezve az egyenletet 

an (7 he ctg x)-tlyre— Sert) 0, 
és éz akkor teljesül, ha 

v-tvctgx — 0, 

ue jereat — Ű. 


Az első egyenletből 








do €08X 
— sz oCtg x dx — —— dx, 
9) SÉT X 
amiből 
. 1 
in lel — — In Isin xI; 4 — — . 
Sír x 


Ezt a másodikba helyettesítve 


u 


— fer, 





SIFi x 
Ebhől 


H 5 sín x efősz dx — —5e771m ng 
Így az általános megoldás 


5e"". x ű 








sinx sinx ő 
17 
Ha x — — ésy s —4, akkor a 
—4—-—5-4e 


egyenletből c—1, és így a kérésett partikuláris megoldás 


1 — 5879". 


sin x 


alaku. 
5. Oldjuk meg a következő differenciálegyenletet : 
yY—y — sin x-beos x-r]. 


Ezt a lincáris inhomogén differenciálegyenletet az állandó variálásának 
méxlszerével oldjuk meg. 
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A homogén 
Y-Y-—0 


egyenlet általános megoldása 


Y — el" z Ce". 
Az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldását 
ya — C(xe" 
alakban kéréshetjük. Ekkor 
ya  C(x)jer Ci] et, 
és az eredetit egyenletbe helyéltésítve 
CC éehe" — sin x cos x-til, 
amiből 
Cíx) — f ésin x1cosxrlje-" dx 
— fevssin xdxrferscosxderfer" dx. 
számítsuk ki előbb az 
fe " ajn x dx 


integrált a parciális integrálás szabálya szerint. Legyen wze7", 4 —sin x, 
ekker w ——e "7, t 5 —cos x. Ezzel 


ferssin x dx — —er5 605 x— fe77 cos x dx, 
(1. i 
ferssinxdx-4fe77cosxdx ——eT" 005 x, . 
és ezzel C(x) kifejezéséből egy csapásra két integrált határoztunk meg. Így 
Cíxh——e e" cos x—erT, 
amivel 
ya ——e "(cos xi 1l]je" — —ícos xt [), 
és a differenciálegyenlet általános megoldása 


ys Yty — Ce" —ícos x-Hlh 


6. Határozzuk meg az 


2—3x 





Y-t yz 1 
differenciálegyenlet általános megoldását! 
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A differenciálegyenlet alakjáról látszik, hogy lincáris inhomogén egyenlet, 
2—3x3 
ahol Píx) — . Mivel 


2 3 l 
fP(oddx - [6-1 dx  ——— 3 lnixi, 
xt x x 


ezért az 





2 1 
ea lni] m— e 1! 
x5 
iritegráló tényező. Ennek segítségével 
1 


e :? e x3 j 2 24 1 2 
PF — f I- dx — — e "dxz ré 04 €. 








x x? x8 


Ebből az általános megoldás 
5.ri 1 at 1 
p-neá[e 84CJ-rcsés, 


7. Öldjuk meg a következő lineáris inhomogén differenciálégyenletet : 
24—-x9y—d-tox)y — FR— ax. 
A megoldást most szorzat alakban fogjuk keresni. Legyen tehát 


Y — uix]itími, ekkor y —wutu és behelyettesítve a differenciál- 
egyenletbe 


;j 2(1—x7)(gvtuo)—(13-xhur — 41— ax, 
I u (21 — x8) e — (14 xel [261 — 5996 —V1—x8] — 0. 
Ez akkor teljesül, ha 
2(1-—x9ov —(1l-txjr — 0, 
2(1— adj ív -FL—xt s 0. 
Az első egyenletből 


do 1 d 
v  2azx . 
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il. inlegralás után 





In ls! ——mF1— a, 
azaz 
MGNNGNL 
VKL—-x 
Ezt a második egyenletbe helyettesítve 
241— ax? —— 
07 ey —xi z Ü. 
F1-—x 
Egyszerűsítés és rendezés után 
re d 
ZET EX 
amiből 


§4—Y1l4xiC. 


A. differenciálegyenlet általános megoldása tehát 





y s ür z(VI-xtC) Ter . 


8. Öldiuk meg a következő differenciálegyenletet ; 
; dy 
(x c05 vy-t-5in 241— —- 1. 
I dx 


A differenciálegyenletről azonnal látszik, hogy nem Hmeáris, hiszen pl. 
cos p is szerepel benne. Vegyük azonban észre, hogy ha a változókat fel- 
cseréljük, az egyenlet lineáris lesz. A változók felcserélése nem végezhető 
el mindig minden feltétel nélkül. Esetünkben például a cosy és sin 29 


AT "7 ] r rr - 
függvényeknek a -7 ayz 7 intervallumban iétezik egyértékű, differen- 
ciálható inverz függvénye, ezért erre a számközre szoritkozva a változók 
cseréjé végrehajtható. Ekkor 

dy 
ycosxtsin ix — — , 
dx 
A kapott lineáris inhomogén egyenletet az állandó variálásának mód- 


szérével oldjuk még. Az 


Y —-Frcosx—-ü 
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homogén rész általános megoldása 


—f—eosz dx - cen x 


rF-Üe 
Ha az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldását 
ya — Cíxjetis 
alakban keressük, akkor 
va — Claes FC (xx) cos xetin te 
És ezt az eredeti egyenletbe helyettesítve és rendezve , 
j Céxje er — sin 2x, 
ki Cíx) s 2sin x cos xec tis, 


Ebből 
C(x) — 2 f sin x cos xecsinx dx. 


A. jobb oldalon parciálisan integrálunk, Legyen 
szama, vo — cos xeine 
Ekkor 
H s c08ax, pa mgötin 
És 
Cí(x) — 2(—sin xertinx [cos xevöns de] — 
— c dísin xectins ge e se) — codes ísin x- 1). 
Ekkor az inhomogén égyenlet parukuláris megoldása 
a — —2e775 (sin xx ljett"" — —2(sin x1- 1), 
és az általános megoldás 
y — Ce" —- 2(sin.x-1) 
A változókat visszacserélve kapjuk az eredeti egyenlet általános megoldását: 
x — Ces" 2(siny-1l 
9. Oldjuk meg a következő differenciálegyenletet : 
d 
ylnytíx—]n y sz Üü. 
dx 
A diflerenciálegyenlet nem lineáris, de ha az y-t tekintjük független, 
az x-et függő változónak, akkor lineáris, mégpedig 
dx 


1 
—  -k mm 
dy vliny ogy 





— 
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alakú, Most az 


dyíy ln 
eőgiy dallasi 5 [gy 


integráló tényező, és ezzel 
I I 
xIny— ff —iInydy s —in!yt€, 
y 2 


amiből 
2x Iny-Iin" py — 20, 


a differenciálégyenlet általános megoldása. 


c) ELSŐRENDŰ ÁLLANDÓ EGYÜTTHATÓS LINEÁ- 
RIS DIFFERENCIÁLEGYENLETEK. A PRÓBAFÜGG- 
VÉNY MÓDSZERE. Az elsőrendű állandó együtthatós 
limeáris differenciálegyenlet általános alakja 


ay tby — 6), 


ahol a és b állandók, 0(íx) valamilyen (xi. számközben 
értelmezett folytonos függvény. Ha Ö(x)Ü, akkor az egyenlet 
homogén, minden más esetben inhomogén. Mivel az állandó 
együtthatós  differenciálegyenlet a már tárgyalt függvény 
együtthatósnak speciális esete, ezért a megoldás meghatáro- 
zására ott bemutatott módszerek itt is alkalmazhatók. Most 
olyan módszert mutatunk be, amely csak állandó együtthatók 
és speciális 0(r) függvény (zavaró függvény) esetében alkal- 
mazható. Ha az állandó együtthatós lineáris inhomogén 
differenciálegyenlet O(x) zavaró függvénye 

polinom, 

exponenciális függvény, 

sin (xx A), cos (ax 8) alakú trigonometrikus függvény, 

ill. az előbbiek összege, különbsége, szorzata, szorzatának 

összege vagy különbsége, 
akkor az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldását 
ugyanolyan típusú függvényként kereshetjük, mint amilyen 
típusú az inhomogenítást okozó 0(x) zavaró függvény, csak 
határozatlan együtthatókat választunk (próbafüggvényi. Eze- 
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ket az ismeretlen együtthatókat a Feltételezett megoldásnak 
az adott diflerenciálegyenletbe való behelyettesítésből kapott 
egyenletek segítségével határozzuk meg. 

Ha például a zavaró függvény 


V(x) — ax, 
akkor a próbafüggvény 
ylx) — Ax"tBx- €, 
tehát a másodfokúig bezárólag minden hatványnak szerepelnie 
kell, ha pl. 
04x) — sin (ax-4-B]), vagy 0íx) — cosíax-rtf), 
akkor 
Volx) — A sin (x2x1-5)-4-B cos (xx HB) 
tehát mind a két esetben mind a két függvénynek szerepelnie 
kell, ha pl. 
0(x) — de, 
akkor 
vola) — (Ax ht Bx1-Cjet. 


Abban az esetben, amikor a homogén egyenlet általános 
megoldása és a zavaró függvény alapján felírt próbafüggvény 
nem lineárisan független (vagyis a két függvény hányadosa 
állandó), rezonanciáról beszélünk. Rezonancia esetében az 
inhomogén egyenlet partikuláris megoldását vagy az előző 
módszernek valamelyikével, például az állandó variálásának 
módszerével keressük meg, vágy a ((x) alapján felírt yo) 
próbafüggvényt x-szel megszorozzuk. Bebizonyítható ugyanis, 
hogy rezonancia esétében az xvy.fx) függvény a célravezető 
próbafüggvény. 

A próbafüggvény módszerét azért érdemes használni (amikor 
lehet), mert ékkor a számítások egyszerűbbek, például nem 
kell integrálni. 
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Gyakorló feladatok 
1. Üldjuk meg az 
yY-y-x 


differenciálegyeületet. (Más megoldását I. a 81. és 199. oldalon.) 
Az inhomogén egyenlethez tartozó homogén egyenlet 


Y—-Y 5-ü. 
Ha ezt 
dyY 


dx 
alakban írjuk fel, és a változókat szétválasztjuk, akk or 


dY 
—— zzz ix, 
Y 


és integrálva 
IimIFi s x-- e. 

A homogén egyénlet általános megoldása tehát 
Y — Ce", 


Az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldását szabad a próbalúgg- 
vény módszerével keresnünk, mert az égyeénlet állandó együtthatós és 
a zavaró függvény polinom. Ezért legyen 


ya — AxtB 

Ekkor 
3 7 ÁA, 

és ezeket az eredeti egyenletbe helyettesítve 
4—-4Ax—H E x. 


Ez csak úgy állhat fenn, ha 
—4—1]1 és 4—H—(, 
és ebből 
4 m—-—-1]., §—-Il. 


Így 
Pk — TX k, 

és az inkömöpgén egyenlet általános megoldása 
vy—- FYty— €e"—x-I, 


amint azt már láttuk. 
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Z. Határozzuk meg az 
y-dy — 8xt—3xi-I 


ditlerenciálegyenlet általános mégöldását! 
Az inhomogén egyenlethez tartozó homogén égyenlet 


rY —-4áF-—0, 
ennek általános megoldása 


d dx 


Y zz ced z Ce. 


Az egyenlet állandó együtthatós és a zavaró függvény polinom, ezért 


az inhomogén egyenlet égy partikuláris megoldását szabad a próbafügg- 
vény műdszeréveél keresni, 


Mivel € et és 8x7—3x-4-I lineárisan függetlenek (hányadosuk nem 
konstans], ezért rezonancia nincs, és a próbafüggvény 


Yola) — Ax BH? CxiB 
alakú. Ekkor 
PFolx) — 34xt-3-28BxtC. 
Ha y, és yo kifejezését behelyettesítjük az eredeti differenciátegyenletbe, 


azonosságot kell kapnunk, hiszen feltételeztük, hogy ya, megoldása az 
inhomogén egyenletnek. Így 


34x"428xt0C—-4(4xttBOiCxi DD) 5 8xt—3x4 1. 


Ez az azonosság csak úgy állhat fenn, ha az egyenlet bal és jobb oldalán 
álló egyeniő fokszámú tagok együtthatói egyenlőek, azaz 


—-44 s 8, 
34—48 — ú, 
28—-4C€ — —3, 
C—4D — 1. 
E négy egyénletből a négy ismeretlen együttható kiszámítható, mégpedig 


3 
4 —2, H———, C€C—ú D--1. 
2 4 
Ezekkel az inhomogén differenciálegyenlet partikuláris megoldása 
3 l 


Va ——3x1——G xi nen, 
. 2 4 
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az általános mepoldás pedig 


l 
z Y—y, z Ce — 26 — xt—, 
y 90 2 4 


3. Megoldandó a következő diHerenciálegyenlet: 
2y —y — sin 2x. 


Az inhomogén lineáris differenciálegyenlet állandó együtthatós, a zavaró 
függvény pedig olyan alakú speciális függyény, melynél a próbafüggyény 
módszerének alkalmazása lehetséges. 


A 
2Y—Y—ű 


homogén egyenlet általános megoldása 


xx 


Y ze Ítcer. 
Az inhomogén egyenlet varukuláris megoldását pedig 

ya — Asin 2x-- B cos 2x 
alakban kereshetjük, ugyanis rezonancia mines, Ekkor 

y4 s ZA cos 2x—2B sin Zx, 
ill. az érédeti egyenletbe helyettesítve 

44 cos 2x—4B sin 2x— A sin 2x— Bcos2x s sin 2x. 
Ez az azonosság csak akkor teljesül, ha 

44—8—0 és -—-4H—-4A— 1. 
A két egyenletből a két együtthatót kiszámítva 


1 4 
Az-—-—, H———., 
17 17 


Így ) 
Ya 7 -T (sin 2x 44 cos 2), 
és az általános megoldás 


z 1] 
y5 FY4-y Cr" a in 2x-4d cos 2x). 
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Ha az állandó varialásának módszerével dolgozunk 
; ] : , ak 
rÉSZ egy partikuláris megoldása ; kor a homogén 
ya — C(x) ez 
alakú. Ekkar 
f f ER l - 
3 — C(x)e? tCC9— et. 


Behelyettesítés és összevonás után 


2€(x)e? — sin 2x, 
amiből 
1 2 
Cíx) - [7 : sin 2x dx, 


E hd - Lj r — l - Tr É aj PF 
arciálisan integrálunk w — e : s —sim2x választással, amikor is 
xx 


WHz—e § pr — Zcos3x. Ekkor az integrál 


1 ma ad 
fe : sm 2xdx — —e sin2x2fe " cos2Zxdx. 


A parciális integrálás elvét a jobb oldal rmásodik tagjára ismét alkalmazva 
l 
— eg § aj — 
J 7) in 2x dx 


—-g ? gjn2x-de TF egy 2x—8feT sin 2x dx. 


Ebből (az integrálokat összevonva) 


1 ölted l -2. 
2 f . Sin2xdx—— e " (sin 2x-4 cos Zx), 
és így 


f-n 
— 


1 
Fa — C(x)je! — HET (sin 2x-44 cos 25), 
amivel 


Éj 


— 1 
vy— Cel 7 in2x-4 4 cos 2), 


amint azt már előbb is láttuk. E feladatnál szembetűnő, hogy a práóba- 


egvény módszere mennyivel egyszerűbb, ha azt egyáltalában alkalmazni 


143 


4. Keressük meg a következő differenciálegyenlet általános megoldását : 
y—-2y e 387, 


Az állandó együtthatók és a speciális zavaró függvény miatt az in- 
homogén egyenlet partikuláris megoldását szabad a próbalüggvény mód- 
szerével keresni. 

A homogén egyenlet általános megoldása 

-f—2 4 
Y — Ce J "7 Ce, 


Mivel éz lineárisan nem független a zavaró függvénytől (hányadosuk 
ugyanis állandó), ezért rezonancia van. Így a próbafüggvény 


ya — Axe 
alakú, Ekkor 
HF — Attthrázxet", 
és ezeket visszahelyettesítve az eredeti egyenletbe 
Act b 2Axetr—2Axetr — 36". 
Ez csak úgy lehetséges, ha A 3. Ekkor 
ya — Jxeő, 
és az általános megoldás 
y sz (eg dxet — etr(3xit€). 


Ha nem véttük volna észre, hogy rezőnancia van, és az azonnal felírható, 
de hibás 


Ya — Ae 

próbafüggvénnyel dölgöztünk volna, akkar 
ív) — 2Aes 

és behelyettesítés után a 
2Aets—24e" — jer 


egyenletet kaptuk volna, ami nyilvánvalóan ellentmondás, mert ef"—ú 
sermunülyen x-re sem teljesül, 

Figyeljük meg azt is, hogy egy elsőrendű állandó együtthatós inhomogén 
egyenletnél rezonancia csak akkor léphet fel, ha a 0ix) zavaró függvény 
exponenciális függvény, biszen a homogén egyenlet általános megoldása 
ébben az esetben mindig exponenciális fÜgEvVÉIy. 
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5. Üldjuk meg a következő differenciálegyenletet : 
y—3y — es xitsin x, 


Az inhomogén differenciálegyenlet állandó égyütthatós, és az inhomoge- 


nitást okozó zavaró függvény speciális alakú. tehát bafüggyé 
szere alkalmazható, pe u, tehát a próbafüggvény mód- 


A homogén egyenlet általános megoldása 
Y m ce Í-sas z Ce. 
A próbafüggvény felírásakor vigyázni kell arra. h : 
j . hogy a homogén 
egyenlet általános megoldása és a zavaró fügrsvén első tagja közö - 
nancia van. Ezért a próbafüggvény lt 8ja Között rezo 


ya - Axe" Bx23 Cx4D1-Esin xtF cos x, 
EXxkor 


y6 — A 3 34Axér a 2BRHTOCHE cos x—F sin x. 
Az egyenletbe helyettesítve és összevonva az 


det —3Bxt40B-30)x4C0—3D3(E—3F) e 
3z1(—F—-3Ej)sin x s e--xigsinx ( ) cos x- 


azonosságnak kell fennállnia. Az azonosság bal és jobb oldal 
tagjait összehasonlítva ki i dalának megfelelő 


4 —]1, 
a -385-—1 egyenletből B — te 
, 2 
a 28—307 0 egyenletből C — gy" 
a €-3D-— 2 
z Ú( egyenletből D — — , 
27 
az HBH-—-3F— (0 ll 
— E—-—--, 
egyenletekből 19 
a —F—3E- 1 F--l. 
10 


Az ál ; a ae. 
megoldása okat felhasználva az inhomogén egyenlet egy partikuláris 


x 2 2 3 i 
Va — xs 4 —T3— 3 sin x— — 
a TET EUGYÁSÉT? sin x 10 €05 XX, 
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és az általános megoldás 


ces meg 2 án x—— cos x 
yzte Tre Tea az 10 10 


6. Az R, £? ellenállású, L, H önindukciós áramkörben a periodikus 
it 
utzatjsinet belső feszültség hat. UV az Ut maximális értéke, s — T 


a körfrekvenciát, f az időt jelenti. Határozzuk meg az áramerősség értékét 
égy tetszőleges időpontban, feltéve, hogy a kezdeti 7—0 időpontban az 
áramerősség 1,5Ű. . , 
TA áramkör zárásakor az árarmmkörben két feszültség hat, az UV" — [7 sin ot 
és az önindukciós hatásból származó 
U L di 
Öö dt 


Ezek összege d; 
I 
u—- U"14U - U sine Es 
Öhm törvénye szerint 


LF sin est L8 
EIT ür — di 


tl 
—m 


u 
R R 





i 
Rendezés után az 
di : 
1L£4Ri zo [/ sin eni 
dt 


differenciálegyenlethez jutunk. Ez írja le a folyamatot. (Vö. a 124. oldalon 


található feladattal.) ; o 
§ A differenciálegyenlet elsőrendű, lineáris, állandó együtthatós, inhomo- 


gén egyenlet. 
Az 
L li 1RI—- Ő 
di 


alakú homogén egyenlet általános megoldása 


R 


— — rt 


R 
r— ce JE" ace L 


Áz inhomogén egyenlet egy ia partikuláris megoldását a próbalüggvény 
módszerével keressük meg. Legyen 


n z Asin cH3 B cos cut, 


[46 


Ekkor 
edig 
— z Ae cos car— Ba sin eör. 
dí 
Ezeket felhasználva 


LAccos at — LB sin cot 4 RAsin caf- RB cos est — [/sin tor, 
vagyis 


(LA RB) cos ot (RA—L Bo) sin ei z U sin at, 
ez pedig csak úgy lehetséges, ha 
LAo4t RB —űú, 
R4—LBoaz U. 


Az egyenletrendszert 4-ra és B-re megoldva 


2 UR Hi Ut 
Rtalzes 7 RögLdggt 


Ezekkel az inhomogén egyenlet partikuláris megoldása 


ia z ——— (R sin ax — 
a TESZT im é2r— en E cos car), 


és az inhomogén egyenlet általános megoldása, vagyis az á : 
időbeni változását leíró függvény § , Vágy ramerősség 


AR 
) — J — "a" kerrtntntLLttntLÉEKKKNNI] i 
I-t-i, — Ce - TTEZPE (R sin at — en L cos car). 


Ha 1r—0, akkor (—Ű és ezt felhasználva a 


WU 
0 — CH —— —(— at) 


KRI-- [3 aa 
egyenletből 
a a e 
R1--ZLei 


és ezzel a megoldás 


R 
u Tt d 
i — REL geg 0Le E 2 R sin cof — ok c0s cöt h. 
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7, ELSŐRENDŰ LINEÁRIS DIFFERENCIÁLEGYENLETRE 
VISSZAVEZETHETŐ EGYENLETEK. 
A BERNOULLI-FÉLE DIFFERENCIÁLEGYENLET 


Az 
yty Rox — yei) 


alakú differenciálegyenlet, ahol r-l, O0(xYü Bernoulli-féle 
[A Bernoulli-féle differenciálegyenletet Jacob Bernoulli (1654— 
1705) állította fel 1695-ben, az egyenlet megoldását Johann 
Bernoulli (1667—1748) adta meg 1697-ben.) diflerenciál- 
egyenletnek nevezzük. Ha n— 1 vagy O(xyet, akkor az egyenlet 
lineáris. 

A Bernoulli-féle differenciálegyenlet új függvény bevezeté- 
sével linecárissá tehető. Legyen ugyanis 


pert — uíx), 
ekkor 


eady  dv 
(l1—mjy 


Ha ezt az wt-nel végigosztott (vy-0j eredeti egyenletbe, 
VAYIS az 


yoyryertt P(x) — 0(x) 
egyenletbe helyettesítjük, akkor 


tod —n) Pad — (1—m) 0(9), 


ez pedig a v függvényre nézve valóban lineáris differenciál- 
egyenlet. 
(Gyakorló feladatok 
1. Megoldandó az 
y-ysxy 


differenciálegyenlet. 
A differenciálegyenlet Bernoulli-féle, ezért a célszerű helyettesítés 


yY-tsgp 


148 


Y -——1. 
4 


A helyettesítés könnyebb végrehajtása érdekében elosztiíuk ; 
egyenletet y-nel: ] elosztjuk az erédeti 


ysy-yt— ax, 
majd helyettesítünk : 
il r 
-g"-v-x, 
i11. 
$-Hdv — —4x. 


A kapott lineáris inhomogén differenciálegyenlet V/34F — Ú ho ű 
részének általános megoldása j rant 


K ce ÍS - Ce ár 


Az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldását a próbafű 
módszerével kereshetjük, Legyen üi Pp üggyény 


va — Ax-t B, 

hiszen rezőnáncia nincs. Ekkor 
4 — 

és az inhomogén egyenletbe helyettesítve 
A-t4Axt4B 5 —4x, 


Ebből 
4z—1 és B-1, 
j 4 
Vagyis 
1 
szegem 
Így 


1 
v — Vtv — Cet oxi, 
4 
Az eredeti függvényre áttérve 


149 


2. Keressük meg a következő diflerenciálegyenlet általános megoldását: 
jy ty — (1—8gy. 


Bernoulli-féle  ditferenciálegyenletről van szó. Először az egyenlet 
minden tagját yi-rtel elősztjuk. Ekkor 


3yy-t4yr? —1—2x, 
Legyen 

y-S" sv, ekkor —3y-ty —v, 
és ezzel égyenletünk 


—wtr — 1—2x, 
ii. 
v—-v s 23x—] 


alakú lesz. A F"—F — 0 homogén lineáris egyenlet általános megoldása 


FV — ce he —- Ce". 


Az inhomogén egyenlet va partikuláris megoldását a próbafüggvény 
módszerével 


1 — Axt B 
alakban keresve vnz— A, és Így 
4—-Ax—HB s 2x-I, 
és ez csak akkor lehetséges, ha 
4-—-—-2  B7-7-—-I. 
Ezekkel az együtthatókkal 
v, - —2x—I, 
v - Vtv, - €Ce"—2x-l. 
Az eredeti diferenciálégyenlet általános megoldása tehát 


1 
mun sz Üe"—Zy- li. 
xy 


3. Üldjuk meg a következő differenciálegyvenletet: 


y-ty — yt(cos x—sin x), 
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Ha az egyenletet y"-tel elosztjuk, akkor 
pytyky! s 008 x—sin x, 
és azonnal látszik, hogy a célszerű helyettesítés 
y!z-cv, amikoris —y yt. 
Ezt felhasználva 
$7—v — sin x—dús x, 
A FF—V — 0 homogén lineáris egyenlet általános megoldása 
y- cefet a ce, 
Áz inhomogén egyenlet va, partikuláris megoldását a 
vn — Asin x-- H cos x 
alakban kerésve 
vs 4cosx—BSsin x, 
és ezt az inhomogén egyenletbe helyettesítve 
A cos x— B sin x— A sin x— H cos x — Sin x —Cos x. 
Ez csak úgy teljesülhet, ha 
4A—B:—-1] é —-H-—-4A—-I, 
amiből 


4—-i], HU:0, 
és ÍGY 

4 — —áin Xx, 
Ezzel 


ill. 


p — Fid-v, — Ce"—sin x, 


i 
— —- Ce" sin x. 
y 


4. Határozzuk meg a következő difierenciálegyenlet általános meg- 
oldását : 


x dy —[4-xy(1-- In xi] dx — ú. 


A differenciálegyenlet elsőrendű, de nem lineáris, és változói nem 
választhatók szét. Típusának felismerése céljából átrendezzük. 


xy ey sz gyíl-4- in xi 
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Most már látszik, hogy Bernoullidéle difflerenciálegyenletről van szó. 
Ha még xyó-nal ís végigosztunk, akkor az 


1 
vYy3—-— y-t 1lá4lna 
fé. u 


alakról a célravezető helyettesítés is leolvasható: 


vY.Szzvp, ésekkor —2yőy sv. 
Ezzel 


2 
v4—v2-2(4ina), 


2 
A kapott lineáris inhomogén egyenlet VF"3-— Fz- 0 homogén részének 
X 


általános megoldása 


a 
-f da e 
v- ce Í7" — Ce-viinx — fy-i 
x? 


Az inhomogén egyenlet va partikuláris megoldása most nermn kereshető 
a próbafüggvény módszerével, mert az egyenlet nem állandó együtthatós, 
Az állandó variálásának máéágdszerével legyen 


va — cíxix : ekkor rgy — cíxjx 1 tcetrW—2x 5, 
és ezt visszahelyettesítve 
2 
e (xx? eíxi2x Th — c(xja e" — —2(1tlnx 
Xx 


Ebből 
c(x) s —2x3(1-4-Ín ax) 


il. parciálisan intégrálva 








291 2x" 1 
cíx — f— 21 41n 4) dx -- a rng- [- isi .— dx s 
3 3 x 
2x 2x 
— —-——(173-I 
; (1-7-In x)-k 5 
Ennek segitségével 
2x áx 2x 
00 7 ex) tn) -—— e ya 
F- Mi 2x (rra) 
u — By — —— 5 [— , 
, 3 13 
ili. végül 
l c b ) 
—— z ——— mm [—tlnx 
y x 313 
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5. Megoldandó a következő differenciálegyenlet: 


xy t-xytFy — 0, 


Ha a differenciálegyenletet x?-tel elosztjuk, akkor 


1 
y31—y—-———T 
xX 


és erről az alakról már látszik, hogy Bernoulli-féle differenciálegyenletről 
van szó. A célszerű helyettesítés 


-1 a - 
v(d—-y ? -[y. 
Ekkor 


v 


JP 
2ygy 


A. könnyebb helyettesítés érdekében differenciálegyenletünket még Vy-nal 
is elosztjuk, és ekkor a helyettesítést elvégezve a 


1 
; -gT 


p - 1, ye 
p. 


; 1 
u" 1-—— n — —— 


zXx 2x3 


elsőrendű lineáris inhomogén égyenlethez jutunk. 


F 
A Kar Ü homogén rész általános megoldása 
xX 


1 
— 2 dx —— IÍniz! e 


1 
ln — 
F s Ce ii — Ce ? z eg És 


Ke 


Az inhomogén egyenlet va partikuláris megoldását az állandó variálásának 
módszerével keressük meg. Legyen 





. Tf) 
Ü Kx j 
ekkor 1 
v ex) Iz-etd ez 
ll x 
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Az inhomogén egyenletbe visszahelyettesítve 
cíx cí l cíx KN Hl 








kx 2x Kx 2x Kx dat 
arniből 
1 
£(x) s — 
2 Ka 
Intóerálva 
c(x) — -z fe Tdxz [) (—Dx 7 E. 
Kx 
Ezzel 
AL OL 
DO KXVK  x" 
c Í 
u  V3r—-— —iti——, 
ho VKx x 
és Így 
Kv — 64, vagy yxt — (c Kx-1. 
FKx 


8. ÖSSZEFOGLALÁS 


Az első fejezetekben áttekintettük az elsőrendű 
M (ax, yjdxt Nix, vidy —0 


alakban felírható differenciálegyenletek néhány tipusának 
megoldási módszereit. Ánnak érdekében, hogy eldönthessük, 
milyen típusú egy-egy adott diflerenciálegyenlet, és kiválaszt- 
hassuk a megfelelő eljárást, a következő kérdésekre (ebben 
a sorrendben) célszerű választ keresni, 

(a) Szétválaszthatók-e a differenciálegyenlet változói? 

(bi M és N ugyanolyan fokszámú homogén függvény-e? 

(c) Lineáris-e az adott differenciálegyenlet? 

(d) Egzakt-e az adott differenciálegyenlet? 

(e) Könnyen találhatunk-e alkalmas integráló tényezőt? 

(fi) Van-e alkalmas helyettesítés, amely isrnert típusra 

vezeti vissza a differenciálegyenletet? 
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Ha bármely kérdésre igennel tudunk válaszolni, a megoldás 
módszere a kezünkben van, és a megoldásnak nincs akadálya. 
Ez a felsorolás azonban nem meríti ki az összes 


Míx, yjdxtNíx, Hjdx 0 


alakban felírható differenciálegyenletet. Á megoldás általános 
módszere abban áll, hogy keresnünk kell olyan míx, y) függ- 
vényt (integráló tényezőt), amellyel az egyenletet megszorozva, 
az egzakt egyenletté válik, azaz 


ÖM) — Ö(mN) 
Öv dx 





Ez az míx, Y) függvényre nézve egy elsőrendű parciális dif- 
ferenciálegyenlet, amelyből nix, vy) integrálokkal kifejezhető, 
de nem mindig számítható ki zárt alakban. Ilyenkor a dif- 
ferenciálegyenlet sem oldható meg pontosan, hanem közelítő 
módszereket kell alkalmaznunk (Il. a € rész fejezeteit). Á gya- 
korlatban előforduló elsőrendű differenciálégyenletek több- 
sége azonban az eddig tanulmányozott módszerekkel meg- 
oldható. 


Gyakorló feladatok 


1. Üüldjuk meg a következő differenciálegyenletet : 
4x: yt dx—3xyödx s Ay"det2tdy. 


A differenciálegyenlet elsőrendű, nem lineáris. 
(a) Kiséreljük meg a változókat szétválasztani, Rendezéssel majd 
kiemeléssel 


22(2yt—lidy — vi (x1-43xj dx, 
ill. 
2yt-k1 143 
3 e. dy EE en. 


xi 
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A változókat sikerült szétválasztani, így máris van módszerünk az egyénlet 
megoldására. Mind a két oldalon intégrálva 


16-92 Jee 
j 


l 
4 In]jy]-— 3 in [x] — x—— de, 
y 


— xtilnilxI 4 e, 





gy] 


x7 


in 








1 
ai x-et e 


még 8 . 


yt aA 
ax 


Z. Keressük meg a 
(3x"—2xyidx-H(4y"—xdy — 0 


differenciálegyenlet integrálgörbéi közül azt, amely áthalad a PíZ; 1 
ponton. 
adott differenciálegyenlet elsőrendű, de nern lineáris. 
(ay Az egyenlet változói nem választhatók szét, mert sem dx, sem dy 


szorzótényezője nem bontható fel féxiely) típusú függvényekre, 
ím N nem homogén függvény, mert 


N(Ax, Ay) — 44393 — Ata — 43(44y?—x9) pé AZN(x, y). 


(c) Az egyenlet nemlineáris. 
(d) A diflerenciálegyenlet egzakt, mert 


am EN 


eme TT 
— 


2x ma — , 
dy ax 


és ezzel megtaláltuk a megoldás útját. 


Fíxgy) z f(32—2xy) dx sz 5 —xiytg(), 
ahol 
aF 
FrőN 77 (9—xyig0)) ——-44g0) s 4yt- xi 
156 


köteles lenni. Ebből 
g (ív — 4, 
gíy — 
Fi, z Bonytot 
és a differenciálegyenlet általános megoldása 
x—xyt-yt — c 
A FP(2; 1) ponton áthaladó intégrálgörbére 


§—441-ere, ebből 55 
65 Így az egyenlete 


x3—xyyhyi — 5. 


3. Üldiuk meg a következő differenciálegyenletet : 
(4—y)dxt2xy dy — Ü. 


Első megüldás: A differenciálégyenlet elsőrendű 
( 


ma Az egyenlet változói nem választhatók szét, rnert pl. x—y? nem 
bontható fel fixjety) alakú szorzatra. 
(b) M — x—y nemhomogén függvény. 
(c) Az egyenlet nemlineáris (van benne 9 ish. 
íd) A differenciálegyenlet nem egzakt, mert 


AM AN 
— — dys Ty — 
a ln dx 


(e) Alkalmas integráló tényező megkereséséhez először ís számítsuk ki 
a következő különbséget: 


ÖM ÖN 4 
gy pesze Fay Tr. 


Ezt M-mel osztva érdektelen hányadost kapunk, de W-nel osztva 
a őó4 ag 


By öx 2 
N " 2xy 0 x 


csak x-től függő függvényt kapunk, ezért alkalmas integráló tényező 
könnyen kapható, nevezetesen 


a 
míx) eze sz gzitelsi — : 


xx 
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Ezzel megszorozva az eredeti egyenletet, az 


elsőrendű lineáris inhomogén egyenlethez jutunk. Az 


. 2 V-r-0 
(5) der dy —0 " 
x o x x homogén rész változóit szétválasztva 
egzakt egyenlethez jutunk. Most dV Hi dx 

ba ; V x" 
F(x, y) — [6-3 dx — In]x] 15420), amiből 

x Xx x 

V 5 cx. 


ahol 3 , ; , 
PF 8 dl 9 új 
— [e are] — —4g0) —— 

gy x x x 


Az inhomogén differenciálegyenlet partikuláris megoldását 


va — cÍxix 
köteles lenni. Ebből alakban kereésvé 
£(9)— 0, vagyis gíy — e. m —éxFe, 
: és ezt visszahelyettesítve 
Fíx.y) s Inlad 1 tt, Ch eX— ex — —x, 
x Ebből 
és az egyenlet általános megoldása tt -, 
y j 
ln IxI--— — €, c — -]n]al, 
x 
VAgy és a partikuláris megoldás 
vy — €x—xin lex]. 
Va — —xln]aj. 


Második idás: Ha az adott differenciálegyenletet y-re megoldjuk : 
LÉRE TER ÉKET [TEK KETASAÉEY y-ve megerey Az elsőrendű differenciálegyenlet általános megoldása 


m— ———-—, v — Fov -cx—xln]a], 
zx 2y 
ti . 

és észrevehetjük, hogy az egyenlet Bernoulli-féle. Ezért az alkalmas az eredeti egyenleté pedig 
helyettesítés y - ex—xln [3], 

Hi ep amint azt már láttuk. 
és ekkor 4. Öldjuk meg az alábbi differenciálegyenletet : 

2yy sv. ("tt xyjdx—xtdy — 0. 
Ezeket az egyenletbe helyettesítve a íg) A differenciálegyenlet változói ném választhatók szét, mert jJ4-txy 

nem írható fel fde(y alakban. 

Ny z 2 g (5) Mivel 
ill. . MUÁx, Ay) — Apt AxAy — Ay xy) — AMG, y), 

xXV—-v5s—-x N(Ax, Ay) — (dxy — Ati — ANG, 9), 
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ezért az egyenlet homogén fokszámú diflerenciálegyenlet, amelynek foka 2. 
A célszerű helyettesítés 


£ rt, ekkor y —t-tat. 
XL 
Az 
y 
J 2 my 
xi x 


alakra hozott egyenletünk ezzel 
th thx 


alakú lész és ebből a változókat szétválasztva 





ÍÉx dí 
x rt? 
és integrálva 
j: 
In IxI-5-in c — — 7 
Ebből 
XL 
— a — Incx, 
k F 
ill, 
x 
F 
In ex 


az egyenlet általános megoldása. 
A dilferenciáléegyenlet megoldható alkalmas integráló tényező segÍít- 


1 
ségével ís. Homogén fokszámú egyenletnél ugyanis az mmeg ölkalmas 
Ax PF 
integráló tényező. Esetünkben tehát az 


1 I 4 
XKMEJN xy taxtytyi— ax) 0oxy 





az alkalmas integráló tényező. Az ezzel felírt 


kr 
VAY A gy 0, 
xy xy 








ill. 
yHx 


Ay 





dx -Zdy ez űj 
új 


differenciálegyenlet valóban egzakt. Most 


x x I 
Fíx, 9) - [dő z — 1 f(x). 
PF y 
Mivet 
Ftx 1 


d [x l 1 
Fri PGSÁ - — f(x) — ——r—, 
dx Ay y xy x 





ezért 
1 
fix) — 7 fix) — Inlal, 
és ezzel 


Ek 
Fíx,y) — —dtin]xi. 
PF 
Az egyenlet mégoldása 
x 
—7-Ín]x] — x, 
y 


amiből 
Xx 


Ha —£ — In c, akkor a kétféle úton kapott megoldás pontosan megegyezik 
5. Megoldandó a következő differenciálegyenlet; 
xy cosy — 2xsiny-—l. 


(a) Az egyenlet változói nem választhatók szét, mert 3xsiny—l nem 
bontható fel f(xigéy) tipusú szorzatra. 

(b) Az égyénlet nem homogén fokszámú égyénlet, mert például sin Av 
adsin xy. 

(c) Az egyenlet nemlineáris. 

(d) A differenciálegyenlet nem egzakt, mert 


AM a . 
— — (I —2xsinvi - — ix CO3 TF 
dy ay 
AN a 
FöN a C0S Y) — 2xc05 gy, 

és ez a keltő nem egyenlő egyrnással. 

(e) 

SM ON — —4xCos 
d dx jé 
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Ha ezt a kifejezést X-nel elosztjuk, akkor 


dxcosy 4 


Mn TE 


X9CORW x 


ami csak x-től függ, és így integráló tényező könnyen található : 





a 
an na [3 1 
xt 
Ennek segítségével 
CÖ8 1—2x5in 
t dr EE dx z0 
x? xi 


és ez az egyenlet már egzakt. Ekkor 





Cas f 
F(x,)) - de S-t fed, 


xx 
és fenn kell állnia a 
d e 


gyA xx 


2siny enn 1 0 2s5iny 
a tf6) Er 


azonosságnak. Ez csak akkor áll fenn, ha 











-k 69) — — 


x1 





, l 
f (x) —— at kj 
amiből integrálással 
f(x) : 
x) m— —, 
3x3 
Ezt felhasználva 
sin y l 
F(x, ETT. 
by) eza 
és a difflerenciálegyenlet általános mégoldása 
si l 
iny d e. 
xz 3x 


vagy 
3x5í1ny—3€- s I. 
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A  differenctálegyenlet megoldható alkalmas helyettesítéssel ís, Legyen 


fh 
sin py—t, akkor cös y — 7 azaz dy cos y—dt, Ezt felhasználva az erédeti 
WV 


x (cos v) dy — (2xs5in y—lidx 
alakú egyenlet az 


xidr — (2xt—lidx, 
xér—2xi ——], 


alakban írható fel. A kapott egyenlet elsőrendű lineáris inhomogén egyenlet, 
amelynek megoldása az ismert módon történhet. A 


ZT 
K 


T" Ü 


homogén egyenlet általános megoldása 


3 
- d oZ da 
TT — (Ce J zx — (eriril — Ce, 


Az mhomogén egyenlet éa partikuláris megoldását az állandó variálásának 
módszerével a 


fg — cÉx1x" 
alakban keressük, Ekkar 
ta — cí) th dxctx), 


és ezt visszahelyettesítve a differenciálegyenletbe 





a 
e" (xx? 2xe (o) — EE --2 . 
X x 
Ebből 

c (xi 7—g" cíxh — EFETS 

1 i 
Íg z -—— xx S s— 

3x 3x 


Az általános megoldás 


1 
F— fair, - Cxr— , 
3x 
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ill. a ft változót v-nal kifejezve 


. 1 
sin y — Cxt-— , 
3x 
azaz 


3x sin y—30x? — ], 
amint azt az előbb is láttuk, 
6. Határozzuk meg az 
yyiytgx s cost x 


diflerenciálegyenlet általános megoldásáti 

(a) A difflerenciálegyenlet változói nem választhatók szét, mert cost x — 
—y tg x nem írható fel fíx)eíy) alakban. 

(b) Az egyenlet nern hömögén fokszámú differeaciálegyenlet, mert pl. 
tg AxAAto or 

(c) Az egyenlet nem lineáris. Felmerül, nem tehető-e linecárissá alkal- 
mas helyettesítéssel. Ha az egyenletet y-nal elosztiuk, akkor 


l 
yY-4ytgx — — cost x 
PF 


és látszik, hogy Bernoulli-féle egyenletről van szó. Legyen tehát a he- 
lyettesítés 


de 
c — yt, akkor — —d7yy 
dx 
és eredeti egyenletünk 
l dr úpt a 
— — Fül x — cost x 
2d 


alakú lesz. A homogén egyenlet általános megoldása 


—f atgxdx [A 
J E e Ce toszk Ax 





F — Ce — Ce lniroszi 2 Ceos ax 


Az inhomogén egyenlet r, partikuláris megoldását az állandó variálásá- 
nak méxiszerével keresve 


ta, — cíxi cos! x, r — cíx) cos? xteíx) 2 cos x(— sin xh. 


Ezt az eredeti egyenletbe helyettesítve 


1 
Fi c(x) cost x—cíx) cos x sin xtelx) cost tg x — cost x, 
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Ebböl 
cíxh— 2, efíx) — 3x. 
Így 


ili. 


ta — 2x cost ax, 


v — Fr - C cost xtix cost x — (0-h2x) cos a, 
vágyis 
y — (C-t 2x)jcos x, 


7. Keressük meg az 
vezetet vh — xy 0 


differenciálegyenlet általános megoldását! 
A differenciálegyenlet típusának megállapítása érdekében rendezzük át 
az egyenletet, 


vix?-- xtyt2yryj dx —xtx"ryődy — 0. 


(a) Az egyenlét változói ném választhatók szét. 
í(b) Az egyenlét ném hörmögén fokszámú, mert néldául az 


AMÁx, v) — Vix taityb2ytry) 


kifejezésben x, EÍL. v helyébe 4x-et, ill, 49-t helyettesítve mindegyik tagból 
nern emelhető ki A ugyanolyan kitevős hatványa, 

(c) Az egyenlet nemlineáris. 

íd) Az egyenlet nem egzakt, mert 


jádkél - a342yxtrdyi4y? s dx? yi ÖN 
ey dx 
(e) Integráló tényező neérn található könnyen, mert az egyenlet bal 
oldala nem egészíthető ki egyszerűen teljes differenciállá, 
(fd Keressünk alkalmas helyettesítésti Kíiséreljük meg az yzxrt he- 
lyettésítést. Ekkor y — 13-xt", és ezt helyettésítsük az érédeéti differenciál- 
cegyenletünkbe: 


xörtíxt3 2) x3(1--r9)lxr—xír--xr H— 0, 
vagy rendezve 


dt 
xsztív ar 2) — at(1--z5) — . 
dx 


Ha x7 0, akkor ennek az egyenletnek a változói szétválaszthatók 


x32 1-- ír 
x? dx — ! 


di. 








Integrálva 


j: 
In Íx[7— s ———— ie 


x t 23 


Visszahelyettésítve z értékét 


és ebből az általános megoldás 


Zx8yln 1x1—2y42x5—6y"-lexjy — 0. 


8. Írjuk fel azoknak a görbéknek az egyenletét, amelyekre a következő 
állítás érvényes: egy görbe bármely (x; Yy) pontjában meghúzható érintője 
az y téngelyből 2xyt hosszúságú szakaszt metsz le (11. ábrai. 


§ 





1I. ábra 


Tekintsük az y— f(x) görbe tetszölégés €x; gy) pontját, és az ebben 
a pontban meghúzott érintőjét, amely az y tengelyből 2xyt hosszúságú 
szakaszt metsz ki (11. áhral. Ekkor 


y—2xy 
Íge —-—y — ————— , 
Ax 


vagy átrendezve 


xy —y-tőxyt — Ű. 
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A kapott differenciálegyenlet elsőrendű, nem lineáris (c) differenciál- 
egyenlet, 

fa) Az egyenlet változói ném választhatók szét, 

(b) az egyenlet nem homogén fokszámú égyenlet, és 

íd)d nein érzakt egyenlet. 

(e) Itegráló tényező keresése érdekében alakítsuk át egy kicsit az 
egyenletet: 


xdy—-ydx-H2xyvidx — 0. 


A bal oldal első két tagja több nevezetes teljes differenciálban szerepel. 
Ezért érdemes a következő átrendezést elvégezni : 


xdy—ydx 
yi 


— Z2x dx. 


fi. mi 
Vegyük észre, hogy a bal oldal teljes differenciál, mégpedig —-nak teljes 
xy 
differenciálja, és így 


xX 
d 6) zs 2x dx, 
xy 


amiből integrálva 





XX 
— — x4--r, 
. PF 
111. 
X 
y xt3c 


Az egyenlet átrendezett alakjáról az is észrevehető, hogy az egyenlet 
Bernoulli-féle és így megoldható a 


u — — 


xy 
helyettesítéssel is, 


9. Írjuk fel az xy c egyenletű hiperbolák ortogonális trajektóriáinak 
egyenletét. 

Egy ú. görbesereg ortogonális trajektóriáinak azt a G. görbeséreget 
nevezzük, amelynek minden görbéje inerőlegesen metszi a G. görbesereg 
minden görbéjét. A , merőlegesen metszi" azt jelenti, hogy két görbe 
metszéspontjában a két görbe érintői derékszöpet zárnak be egymással. 
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Az xyec hiperbolasereg valamely görbéjének iránytényezője az (x;y) 
pontban az egyenlet diíferenciálásával kapott 


F 
ig — az Ű 
jé dx 
egyenletből 
dy 9 
dx xx 


dx 
A rájuk merőleges görbék érintőinek meredeksége - , és ezt felhasz- 
PF 
nálva a keresett görbék differenciálegyenilete 


dx p 


err — — ——— 


ily x7 
ili, réndezés után 


x dx — ydy. 


kegőek 


12. ábra 
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Éz szétválasztható változójú fa változókat már szét ís választottuki 
difterenciáléegyenlet, arnelynek megoldása 


x? yi 

T-zzte 
a]. 

ey 7 Kk, 


Az xv—e hiperbolasereg ortogonális trajektóriál az x£—y? — K hiperbola: 
sereg (12. ábra) görbéi. 


10. Egy gőzvezeték 20 cm átmérőjű csövét 6 cm vastag szigetelés védi, 

a szigpetelőanyag hővezetési együtthatója k—ü 0003. A cső hőmérséklete a 

szigetelés alatt 2004 "€, a külső felületén 30. Határozzuk meg a hőmér- 

séklet értékét a cső tengelyétől! mért x távolságban IÜü5Sxrs lő. Mekkora az 
a höőveszteség, ami I m cső mentén 1 óra alatt fellép? 

Fourter [I. Fourier (11768—-1830) francia maternatikus és fizikus] hő- 


vezetési törvénye szerint az 1 másodperc alatt átadott Ó hőáram, caljs 
(jelen esetben ez veszteseg) 


ahol 4 a hövezetési együttható, 4 a vezetés irányára merőleges felület 
területének mérőszáma, cmt, T a hőmérseklet, "TC, x a hőt átadó feiülettől 
mért távolság, crn. Esetünkben az x távolságban levő 1 ém kosszú hengér- 
palást felszíne 2xm, cmt, így 


a dr 
(0 —— kxn —— , 
ilx 
amiből 
. tÉx 
4— mm alkndT. 


szétválasztható változójú differenciálegyenletet kaptunk. 
A kezdeti feltételeket az integrációs határoknál vésszük fgyelémbe. 
Ekkor 


Hgy 40 
9— - f -2knarT, 
, 16 A Júü 
ill. 
xan . x ur al 
9—— f —2kndrT, 
19 ks Tün 
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Integrálva 
4. [in xi — —3kr [TT B 
Ó fin x]ia — —2krfT]gan" 
Helyettesítés után 


0 In1,6 s j4ükr, 


a 


Óó im Fr. —  2kníT" — 2005. 





Ha második égyeületet az elsővel elősztjuk, akkor 


in0lx" §"—2z00 


Inl6 —170 





d 


és ebből az x" távolságban uralkodó hőmérséklet 


in ü1x" Ig 0 1xt 
— 2100—170 
In 1.6 lg 1.6 








T" — 200—170 


fok Celsius. 
Ellenőrzésképpen : ha x—1ü cm, akkor 


Ig 
T (10) — 200— 170 — 200—0 — 200 C, 
1816 


ha x— 16, akkor 


Ig 16 
T(I6) — 200 — noe — 200— 170 — 3070. 


Az integrálás után kapott első egyenletből az 1 cm hosszú cső mentén 
1 másodperc alatt fellépő hőveszteség 


3dükr cal 
— mi6 s" 


ezért egy óra alatt 160 cm hosszú cső mentén 





, cal 340k 
602 s 100-Ó — — 601.100.—-— 
5 in 16 


a 245 000 


kalória megy veszendőbe, 
170 


B. ELSŐRENDŰ y-BEN MAGASABB FOKÚ 
DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


Az elsőrendű diflerenciálegyenlet legáltalánosabb alakja 


Fíx, y,y)—Ü, d 
Ill. ha. bevezetjük az v — Te — p jelölést, akkor 
F(x, vy, Pp) — 0. 


Ha p fokszáma egynél nagyobb, akkor 5-ben fy-ben) 
magasabb fokú diíferenciálegyenletről beszélünk. Például a 


p:"12xp—2y 70 


egyenlet elsőrendű p-ben másodfokú ditfferenciálegyenlet. 
Az elsőrendű, ,-ben s1-ed fokú diflerenciálegyénlet általános 
alakja : 


Pf - ax, 39p tfh alk, PDF... Al, Hpt 

tTolx, xy) — 0, 
ahol az F(x, y) függvények a sik egy 7 tartományában foly- 
tonos függvények. Ha ebből a differenciálegyenletből a p, v, x 
valamelyike kifesezhető, akkor a differenciálegyenlet aránylag 
könnyen oldható meg; mind a három esetben arra törekszünk, 
hogy a magasabb fokú differenciálegyenlet megoldását első 
fokú egyenlet vagy egyenletek megoldására vezessük vissza. 
Itt fogunk találkozni - olyan differenciálegyenletekkel, amelyek- 
nek szinguláris megoldásuk is van, azaz a T értelmezési tar- 
tomány égy-égy pontján a megoldást jelentő integrálgörbék 
közül több 15 áthalad. 


1. "-RE MEGOLDHATÓ DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


Ha a 
D"4-fn- 100 YT fh ze pp. HALK, JP 
4.3 y)— 0 
p-ben H-ed fokú racionalis egész egyenletnek s számú külön- 
böző gyöke van, akkor az egyenlet gyöktényezős alakja 


(p—F.Xp—F) ...(pP—-F) 0 
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alakú, ahol az F, függvények x és y függvényei. Ez a szorzat 
akkor 0, ha bármelyik tényezője 0, és így rt számú, elsőrendű, 
p-ben elsőfokú differenciálegyenlethez jutunk : 


dv dy j dd 
3j- Bey dx F.(XYh ..., dx — Foxy 


Amennyiben e differenciálegyenietek megoldása rendre 


pi(x, y, 070, pÁx, xy, c) — Ű, ..., Pnlx. pc) — Ü, 
akkor az eredeti egyenlet általános megoldása 


pi(x, pc) e(x, y, c)... Prlx y. 6) — Ű, 
azdz 


H etx gy, c) — 0. 
i—1 


Gyakorló feladatok 


1. üldiuk meg a következő differenciálegyenletet : 
vyiay-6 -ü 
Az egyszerűbb írásmód kedvéért írjuk fel az egyenletet a 
$r-p-6—-ü 
alakban. A 5-ben másodfokú egyenletet megoldva 
Pp — 3, pp-—2, 
igy az egyenlet gyöktényezős alakja 
(p—3)j(pá 2) — 8. 
A p—3 — €, all. a p-2 — 8 egyenletből 
y s 3x-tce, all. y——2xie, 
igy az általános megoldás 


(vy—3x—cHy-4-2x—e) — Ü. 
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Az integrálgürbék két párhuzamos égyenésséreget alkotnak (13. ábra). 
Figyeljük meg, hogy az x, y sik minden pontján a két egyenesséreg egy-egy 
egyenese halad át, azaz összesen két integrálgörbe. Például a PCI; B ponton 
az első egyenesseregből a c ——2, a második egyénesseregből a c—3 
értékhez tartozó egyenes halad át. 


by 
ceg. ! 
5-2 


§ 
VAY 
VX 


2. Keressük meg a 
(x--2y)(3x—2y)pt—(d? 3-dyt —2xyjp—(2x—3yií2xty) 0 


differenciálegyenlet általános megoldását! 

A. p-ben másodfokú egyenletből 5-nek a gyökképlet segítségével történő 
kiszárnítása hosszadalmas, Vegyük figyelembe, hogy pt együtthatója is 
és az állandó tag is két első fokú kifejezés szorzata. Kiséreljük meg a másod- 
fokú kifejezést két első fokú kifejezés szorzatára bontani. Válasszuk az 
első fokú tagok együtthatójának és az állandóknak a szorzalok egy-egy 
tényezőjét, például így : 


ma — 


13. ábra 


[(x4-29)p—í2x 4 pli(3x—2y)p-t(2x—3yi] — 0. 


Könnyű ellenőrizni, hogy a műveletek elvégzése után bal öldalón valóban 
az eredeti égyenlet bal oldalát kapjuk. 
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Ezzel sikerült másodfokú differenciálegyenletünk megoldását két első 
fokú differénciálegyenlet megoldására visszavezetnünk. A két egyenlet 


d 
(e — 2x 3, 
ír 


d 
(3x—2y1 E — 3y—2x. 
dx 


Mind a két első fokú egyenlet homogén fokszámú differenciálegyeniét, 
hiszén 





ey 
711. 
dy  ZXGy Wr d 
dx xr2y 1122 
x 
111 . 
y 
——2 
dy 0 3y—2x 3 x 
dx  3x-—-Zy 327 


Legyen E r a helyettesítés, ekkor vi — 1-4xt, és ezzel az első egyenlet 
xX 


ttxt 5 
amiből 


xi 





1427 


2.2 
1--2t 





A változókat szétválaszíva 
1-2 dx 
dt — 2— . 
1— pr Xx 
A bal oldalon álló kifejezést résztörtekre bontjuk. 
1--8t A H 


— 
Tt —rr————— I —— a —— 


1—r? — 1—-i 1-i 
és ebből 

1-3-2r — A(13-r)-4 B(1—ri. 5 

Ha r—1, akkor 37-24, amiből 4-e 








La 


ji 
ha rf -—], akkor —1-—2B, amiből B7-— 
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A kiszárnított együtthatókat felhasználva 
1 3 Í dx 
— TEválTesi di — 2— , 
2 41—i 417--t x 
111. integrálva 
—31n]11—11—In 11-i] — 4]n Ix1l-4-In e. 
Ez a megoldás felírható az 
1 
11--r)(1—£9 
alakban 15. Ha r értékét visszahelyettesítjük és xt-nel egyszerűsítünk, akkor 
] 


mz exi 


. (rgy) (x—gjs ú 
11], 
(4--yiix—-yy sű 


az első differenciálegyeniet általános megoldása. Ugyanezzel a helyette- 
sítéssel a második egyenlet 


3—2 
3—37 





itat 
il]. 


bj 


H-—2 2r: 27 

xf — — fsz 
3—2r 4-- Bi 
alakú. A változókat szétválasztva 








72 2, 
1-1] öv X. 


A bal oldalon az integrálás előtt parciális törtekre bontunk., A 


3-2t A B 

——— e zi — 

(4—D(r--1)  --I 741 
azonosságbóli 


3—2r — A(rt1)-4-B(r— pH). 


tj 


ha r::—], akkor 5 --—2R amiből B. 


Ha 1-1, akkor 1-— 24, amiből 4-— 
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Ezeket felhasználva 
í 1 e] 2 
— 1 — — dt — — dx, 
2 í11—-t :r—i x 
HE. imtegrálva 





In (rf—11—5 in iír-k1 — 4 nix In c. 


Ismert azonosságok alapján a második egyenlet megoldása 
7—1 
Ha fr értékét visszahelyettesítjük, akkor 
y 


5-1 


x 


EJ 


Ha a bal oldal számlálóját x-szel, a nevezőjét x"f-nel szorozzuk, akkor 
a törtet x1-nel osztottuk, ezt a jobb oldalan í3 elvégezve 


FX 
(ytHxj 


és éz a második egyenlet állalános megoidása. Ez a két egyenlet alkotja 
az eredeti másodfokú egyenlet általános megoldását, ami felírható még áz 


[[d4Fy(x—yP—Ci[(y—xy txt e] 50 
alakban is. 


s ext. 


Ü, 


3. Keressük meg a 
pt—-(x42yt 1p?—(xe2yt2xyipt—2xyp— b 


egyenlet általános megoldását! 

Azonnal látszik, hogy a p-ben negyedfokú egyenlet bal okdalán 9 kiemel- 
hető, és ezért p—0 gyöke az egyenletnek. Ha a p-vel való osztás után 
kapott harmadfokú egyenletnek van racionális gyöke, akkor az — ismert 
tétel szerint — csak az állandó tag osztói közül kerülhet ki, mivel p" 
együtthatója 41. Nézzük meg 2xy osztóit, nem gyöke-e valamelyik az 
egyenletnek. 2xy egyik osztója például x. Helyettesítsük ezt be a har- 
madfokú egyenletben p helyébe. Ekkar 


xt-(xt2y-tlhx?t--(vx42yi2xyjx—ixy — 
— x?—xrt—3xtp—x?t5xth2xy-t2xjy—ixy —Ű, 


tehát p—x gyöke az egyenletnek. 


Í7ó 


Könnyű belátni, hogy b— 1 ís gyöke az egyenletnek, mert 
1—í(x—2yt19-4-fx--2yt2xvyj—2xy — 0, 
Még egy gyököt kell megtalálnunk. $-y nem gyük, de p—2y gyök, hiszen 
(2yP—(x52y ir Ivy ix lyt2xyj2y—2xy — 
— §8vyt—4dxryt —8y! —4y3--2xy3-dyitáxy?t—3xy — b. 
Így az egyenlet 
p(p—x(p—N(p—2y) —0 


alakban írható fel, és négyedfokú difféerenciálegyenletünk tégy élsőfökú 
egyenletre bontható: 


psz, psx, p— 1, pz2y. 
A négy egyenletet megoidva 
x8 
yzűe, yzett ysxt(, ye Ce", 
Erédeti differenciálegyenletünk megoldása e négy függvény. Megoldásunk az 
xt 
(y—C) b-7-e] (y—x—C(vy—deém -ü 


alakban is fetírható. 


2. y-RA MEGOLDHATÓ DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


Ha az elsőrendű difterenciálegyenletből y kifejezhető, azaz 


y—fix,ph 
akkor y-t x szerint differenciálva a láncszabály szerint 
dy B A db 


dx Fax Öp dx 


Ez p-ben és x-ben elsőrendű, lineáris differenciálegyenlet. 
Ha ez zárt alakban megoldható, akkor légyen a megoldása 


F(p, x,c)— 0. 
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ÁZ 
y- Max, Pp), 
F(lp,x,c)— 0 


egyenletrendszer a differenciálegyenlet meégoldását jelenti, 
amiből y 15 és x 15 9-vel mint paraméterrel kifejezhető. Ha 
ebből az egyenletrendszerből p paraméter kiküszöbölhető 
akkor közvetlen kapcsolat írható fel x és p között. 


ti 


Gyakorló feladatok 
1. Öldjuk meg a következő egyenletet : 
p:42xp—-2y — 0, 

Az egyenlet megoldható ugyan p-re 15, de a gyökök és a gyöktényeézős 
alak felírása, majd a kapott differenciálegyenletek mégoldása elég hossza- 
dalmas, Gyorsan jutunk célhoz, ha y-t fejezzük ki; 

1 2 
— — xp, 
y a P D 


majd x szerint difleérenciáljuk 


dy dp dp 
—- — p- p——tpRx—, 
dx BP dx jé dc 


Ebből rendezés után 
dp 
er s— TX ms Ü, 
TX (pr x) 


ami csak úgy állhat fenn, ha vagy 
dp 
— —-—ú, vagy ptx—ü 
dx 

Az első, ill, a második egyenletből 
p7 c, ill. p—-—x. 


A p paraméter értékét kiküszöbölve az 
— i F- 
y 7 a? tXxp, 
P5c 
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égyenletrendszerből 


hi 
— cx — e, 
" 2 
az 
I — rgy 1 
5 B fú 
p--x 
egyenletrendszerből pedig 
Í 


v  — xx? c—— xx, 


Könnyü belátni, hogy mind a két megoldás kielégíti az eredeti differenciál- 
egyenletet, I 
Megjegyezzük, hogy az y s 7 x2 megoldás nem általános megoldás, 


mert nem szerepel benne tetszőleges állandó. Mivel azonban az y — ex te 

általános megoldásból semmiféle c érték mellett sérn kapható meg az 
1 I , : 

y — -z x? partikuláris megoldás, ezért ez az utóbbi a ditferenciálegyenlet 


szineuláris rnegoldása. Az általános megoldás egy egyenéssereg egyenlete, 
a szinguláris megoldás az egyenessereg burkolójának, esetünkben egy para- 
bolának az egyenlete. A szóban forgó egyenessereg néhány egyerését és 
a burkoláót a 14. ábrán rajzoiltuk meg. 


1 


kő 


Is 
JN 


Einlnét ési 
14. ábra 
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2. Határozzuk meg a következő differenciálegyenlet általános meg- 
oldását : 
pPx-y 7 ű 
Első megoldás: Azegyenletnek csak akkor van értelme, ha x és vy egyező 
előjetű. Oldjuk meg az egyenletet y-ra 
y- xp". 
Ebből diferenciálással 
vY —pödtxzppi 
vagyis 
p- gp aipxp 


F—-—0 megoldása ennek az egyenletnek. Ez azt jelenti, hogy 
y —-—ü, amiből yoez c. 


Könnyen látható, hogy yszc nem megoldása az eredeti differenciálegyen- 
letnek. 
Ha Pp 0, akkor egyszerűsíthetünk vele, és 


sxp z1-—p, 
tl. 
a 8 -— dx 
1-p x 


A változókat sikerült szétválasztanunk. Integrálás után 
—211n11—pi — ln Ix1—1]n ce, 


amiből 
(1—pFx — c. 
rx-p-—t, 
(1—p§x — c 


egyenlétrendszerből a p-t kiküszöböljük, A második egyenlet 
x—2Zpxitpix c 


alakú, és ide a p — ez értéket az első egyenletből behelyettesítve 


xt2Vxytyze 


a differenciálegyenlet általános megoldása. Ha x pozitív, akkor ez a meg- 
oldás a 


(Vet Vxy — c 
alakban is felírható. 
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Második megoldás: A differenciálegyenlet megoldhatú p-re 15. 


— /- 
p—-It pé. 


Most tulajdonképpen két egyenletet kell megoldanunk. Ezek 


.V2 EN Tés 7 
p-V- és p VZ. 


Az első egyenletet tekintvé 


vev 
Ennek változói szétválaszthatók, ha x pozitív (ekkor ugyanis a meg- 
oldás elején tett megjegyzés értelmében y 15 pozitív) és így 
dy dx 
EY FX 


Integrálás utár 


—Vy—-YxtC, 
VAGYIS A 
Fy — Kx — CC. 
Ez felírható 
(Vy—Yxj s e 


alakban ís, ami megegyezik az első megoldásban kapott egyik eredménnyel. 
A második egyenletet tekintve 


, e VZ 
HT V2. 


amelynek megoldása hasonló módon eljárva 
Wake C. 


(Vy-VxE se, 


és ez megegyezik az első megoldásban kapott második eredménnyel. A két 
megoldási eljárást összehasonlítva azt tapasztaljuk, hogy az elsőben az 
általános megoldás felírásához ném volt szükség az x--4 feltételre, nem 
volt szükség az eséték szétválasztására. Ezért az első megoldási eljárás 
ebben az esetben egyszerűbbnek bizonyult, 


all. 
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3. Határozzuk meg a 
l6xtt2py—pix sú 


differenciálegyenlet általános megoldását. 
Oldjuk meg az egyenlétet y-ra. (p-re elég körülményes volna! Ha 
psr:ú, akkor 


1 x 


— —px-8— . 
y— 7 px-8— 


d 
Differenciáljunk x szerint. Ekkor [egyen ks -p] 
x 


2xp—xi2pp 
p i 


L 


i 
y-p:- a pxtp-b 
ill. 


r 


x:p 


po 





x 
2p — px31p—32—432 
p 
KRernlezve 
píip?32x)—xípt4-32x)p z0, 
amiből 
(pp 32x(p—xp) s 0. 
Ez akkor áll fenn, ha 
p"t32x —0 vagy p—xp —0. 


A második egyenletből 


p—x ka m Ő. 

A változókat szélválasztva 
dp dx 
Box 


és imiegrálva 
Iiníipi — In IxI-tiIn €, 
ill. 
Ps ex, 
Ezt az eredeti differenciálegyenletbe behelyettesítve 


h8x24-2etxty—eöxi — 
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Az általános megoldás explicit aiakja 


cx 1ő ex: § 


de: 2 c 





Az első egyenletből 
B —-—32x. 


Ez nem tartalmazza p-t. Egy megoldás ebből közvetlenül kiszámítható. 
Úgyanis 

1 

gy 


vY —-(—92x)ő . 
és integrálva 


3x Káx 
2 


—€. 


Könnyen ellenőrizhető, hogy éz csak akkor megoldása az eredeti dif- 
ferenciálegyenletnek, ha c—ü. Az 
3 
3x Váx 
KÉN 





partikuláris megoldás nem kapható meg az általános megoldásból az 
integrációs állandó semmiféle értéke mellett sem, Ez a megoldás az egyert- 
let szinguláris megoldása, geometriai jelentése: az általános megoldás 
görbeseregének a burkolója. 

Ezt a partikuláris megoldást úgy ís regkaphatjuk, ha a második egyenlet- 
ből adódó pp? ——32x-et közvetlenül visszahelyettesítjük az eredeti cif- 
ferenciálegyenletbe. Ekkor uggyanis 


16" -4-2pty-t 321 — 0, 
és ebből 
—ygy sz 24xő, 
2 -VHx, 
dx 
vagy a változókat szétválasztva 
F—ydyz VK24 x dx. 


Mind a két oldalon integrálva 


2 e — xt 
ÉV -R sz KAB ac. 
z yzWV . te 
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Legyen c—ő, akkar 


yY-—-— xt, 


— 3 E 
3 ax 3x VK4x 





V2 2 


r 


arnint azt az előbb is láttuk. 


3. x-RE MEGOLDHATÓ DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


Ha az elsőrendű differenctálegyenletből kifejezhető a független 
változó, azaz 


xz ffy.ph 


akkor ennek a függvénynek y szerinti deriváltja 


dx LL fd 


do Y Pp 9y Op dy 


Ez a differenciálegyenlet 5-ben és y-ban elsőrendű, első fokú 
differenciálegyenlet, amely legtöbbször megoldható. Legyen 
a megoldása implicit alakban 


Fíp,y,c)—ü. 
ÁZ 

xz fg.ph 

F(p,y,c)—0 


egyenletrendszer alkotja az eredeti egyenlet általános meg- 
oldását paraméteres alakban. Ha az egyenletrendszerből 
a p paraméter kiküszöbölhető, akkor a differenciálegyenlet 
általános megoldását az x, vy és c integrációs konstans között 
fennálló kapcsolat alakjában kapjuk meg. 
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Gyakorló feladatok 


1. Oldjuk meg a következő differenciálegyenléetet : 
p$tiy—2x —(. 
A differenciálegyenlet akár x-re, akár y-ra könnyen megoldható, 
Öldjuk meg x-re; 
i l 
X za 7 (9 -42yh 


y szerint differericiálva 


ex k 12] ÉP [a 
d pp 20" gy gy 
Ebből 
dp 
d — 
rra 


A p-ben és y-báan elsőrendű differenciálégyenlet változóit szétválasztva 
Pp 
p—-1 





dp — —dv, 
ill. 


1 

[01] dp — —dv. 
p-l 

IÍntegrálva 


FA 


P 
- tprtinlg- 1] ——yirCü. 


A differenciálegyenlet általános megoldása paraméteres alakban 
I Il 
yz €—-—p-p-inip-1 


x - €—p—-iIn1]p—II, 


ahol x értékét úgy kaptuk meg, hogy y megkapott kifejezését az eredeti 
egyenletbe helyettesítettük vissza. A most kapott egyenletrendszerből 
p nem küszöbölhető ki. 

Ha az egyenletből y-t fejezzük ki, teljesen hasonló lépésekkel jutunk 
ugyanahhoz az eredménytez, csak akkor x-et kapjuk meg először. 
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2. Keressük meg a 
épyty—3px 7 Ű 


differenciálegyenlet minden megoldását! 
A diffrenciálegyenlet a legkönnyebben x-re oldható meg. 


x — £4 2py: . 
3p 
k .  idx 
Ditfferenciálva y szerint És z 5) 
dy B 


1 1 d d 
ca 2 BZ ay apy. 
Pp 3p 35p dy dy 


Rendezve és kiemelve 





dp dp 
2pty— s spy 520]. 
9 P d y 

itt. 


dp 
nő (1—úp"y) — 0. 
dy 


Ez akkor teljesül, ha a bal öldal valamelyik tényező 0. Ha 


amiből 
In [pi 5 —2 In[y]-- In c, 

ill. 

c 

vi 4 

Ezt az eredeti egyenletbe helyettesítve 
y? — 3cx-őet, 


PF - 


és ez a differenciálegyenlet általános megoldása. 
Ha a másik tényező 


1—ópy — ü, 
akkor 
p — — 


Gy 7 
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ili. ha y-Ü, akkor 
dv 1 
dx — dVY6y 





Ha a pozitív előjelet tekmtijük, akkor a változók szétválasztása után 
Vőydy — dx, 
amiből integrálás után 


2V6 sa 
—gz- y 


vagy átalakítva 


- xii, 


4 
7 z 
Fi] 


3 a ya 
FX -— ET bere] - a erte) a 


Könnyen belátható, hogy ez csak akkor elégíti ki az eredeti differenciál- 
egyenletet, ha c—0, Így a differenciálegyenlet egy partikuláris megoldását 
kaptuk : 

a 

K3a 


T77a 





Ez kielégíti az eredett differenciálegyenletet, de az általános megoldásból 

nem kapható meg. A megoldás szinguláris, mert a megoldást jelentő görbe 

egyetlen égy pontjában sem teljesül a Lipschitz-féle feltétet, Ugyanis 
a differenciálegyénletből kapható 

; jxt V9xt—24y? 

pg a fagy) - EE 


kétváltozós függvény egyik parciális deriváltja sincs értelmezve ott, ahal 
91-24" —ű 


és ebből valóban 





Ha a p-re kapott egyenletben a negatív előjelet tekintjük, ugyanerre jutunk. 
A partikuláris megoldás mégkeresését most is úgy kezdhettük volna, 


1 
hogy a p" — e! visszahelyettesítjük az. eredeti differenciálegyenletbe, 
A d 
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Ekkor a 
1 
6—yty— px sz Ű 
6y 


egyenletből 
ipx — 2y, 
il], a változókat szétválasztva 
dy 2 dx 
F 3 xx 
Ebből integrálás után 
2 
Iniy] s 7 an ]xl- in k, 
Azaz 
A an 
y5-k Kat. 


Egyszerű számolással belátható, hogy ez akkor megoldása az eredeti dif- 
ferenciálegyenletnek, ha 
a 


k- B vagy kaÜ. 


Az első ésétben az 
s ÉT —— 
K3x 
2 
szinguláris megoldást kapjuk, a második esetben yzŰ, és ez az általános 
megoldásból is megkapható, ha ott c—ü. 
3. Meghatározandó a 


p—2xypi4yt b 





differenciálegyenlet megoldása. 
Az egyenletből csak az x fejezhető ki könnyen: 


B oo ly 


xs hp, 
2Zy Pp 


y szerint diflerenciálva 


dx 1 de 1 d 
Ke pdp PV, y dp 
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Ha a törteket ellávolítjuk és összeszörzunk 


d d 
29-42 pod E a 0, 
gy dy 


Kiemeléssel 


ap de 
2 [2-2 ]- ( —2y —-i — 6, 
dy pÍp pay 
ill. 


cép 
[7 2y 5) (2y—p) —0 
dy 
alakra hozható az egyenlet, Ez akkor áll fenn, ha 


dp 
— 9 —-e — Ü 2y1-—mn — f. 
Pp ye vagy 24Y-p7-G 


Az élső esetben a változókat szétválasztva 
dp dy 


32— - — 


pP xy 
és integrálás után 


DB 5 cry. 

Ha ennek segítségével az eredeti egyenletből p-t kiküszöböljük, előbb a 
p(cy—2xyh--dy? — (, 

majd a 
lúv — r(c—dxy 

általános megoldáshoz jutunk. Könnyű belátni, hogy ez valóban meg- 


oldása a differenciálegyenletnek. 
A második esetben 
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és integrálva 


3 5 xX-4-K, 


Ha ebből y-t kifejezzük, akkor 


xrk UV 
— 32 4 
" E) 


Egyszerű számolással be lehet tátni, hogy ez csak £—0 érték mellett meg- 
oldása az eredeti differenciálegyenletnek. Az 


2 
hő 27 
partikuláris megoldás a c integrációs konstans semmilyen értéke mellett 
sern kapható meg az általános megoldásból. Ez a partikuláris megoldás 
szinguláris megoldás, mert az intégrálgörbe minden nontján az általános 
megoldás egy, kettő vagy három görbéje is áthalad, Ugyanis ha kiválaszt- 
juk a szinguláris integrálgörbe egy P.Cxo; Fol pontját és ennek koordinátáit 
behelyettesítjük az általános megoldásba, akkor a c-ben harmadfokú 





l Éva — € (c HE ax 


egyenlethez jutunk, amelynek egy valós gyöke mindig van, de lehet két 
tebből az egyik kétszeres) valós gyöke is. Így a P, ponton legalább egy 
és legfeltebb három integrálgörbe haladhat át. 





15. ábra 
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Például a színguláris integrálgörbe P.(3: 2 j : 
dául z gulár : 2) pontját választva, és ennek 
koordinátáit az általános megoldásba helyettesítve a " 


0€97—1207436-—32 —0 


egyenlethez jutunk. Ennek gyökcei c1-2, €sz2, cs—8. A c—32-höz. ill 
a c—8-hoz tartozó partikuláris megoldás ho 


láv — 2(2—2xVY, ill ilőr— 8(8—2x)8, 


A P (3, 2) ponton át tehát összesen hárorn integrálgörbe halad át (15, ábra). 


4. A CLAIRÁUT-FÉLE DIFFERENCIÁLEGYENLET 


ÁZ 
y — px-t-f(p) 


alakú diflerenciálegyenlet, ahol p—y", Clairaut-féle IA, Clairaut 
(1713—1765) francia matematikus] differenciálegyenletnek ne- 
vezzük. Látszik, hogy az egyenlet y-ra megoldott, tehát a 
177, oldalon említettek szerint számítható. Diflerenciáljuk az 
egyenlet mmdkét oldalát x szerint. Ekkor 


2. dp df dp 
Kendezve 
df 1 dp 
ka] a 


Ez akkor áll fenn, ha 


di 
VAgy Te —- ÚÜ, vagy kő — ű, 


vagy mind a két tényező 0. 
Az első esetben 


P-t, 
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és ezt az eredeti egyenletbe helyettesítve a differenciálegyenlet 
általános megoldása 


vy-— exTf(c. 
A második esetben, ha úg ff (p-vel jelöljük, 
x mm —-fűp). 


Ha ezt az eredeti differenciálegyenletbe helyettesítjük, §$-re 
a következő egyenletrendszert kapjuk: 


x -——fűp) 
y 7-7 pxi-fíp), 


amiből p — esetleg — kiküszöbölhető. Ha p nem állandó, 
akkor az előbbi egyenletrendszer nem tartalmaz integrációs 
állandót, továbbá nem kapható meg a már kiszámított általános 
megoldásból semmilyen c behelyettesítése után sem, ezért ez 
a differenciálegyenlet szinguláris megoldása. Ezek szerint a 
Clairaut-féle differenciálegyenlet bármely megoldása a köveét- 
kező három típus valamelyikébe tartozik: 

1. Az általános megoldás egyenesseregének egyenesei, 

2. az egyeneéssereg burkolója, ez a szinguláris megoldás, 

3. a burkoló egy darabja és e darab végpontjában (végpont- 
jaiban) húzott érintőből (érintőkbőly álló alakzat. Ez annak 
az esetnek felel meg, amikor a szorzattá alakított egyenlet 
mind a két tényezője egyszerre 0. 

Vegyük észre, hogy a Clairaut-féle egyenlet általános meg- 
oldását azonnal felírhatjuk, ha p helyébe egy tetszőleges állan- 
dót írunk. 


Gyakorló feladatok 
1. Öldiuk meg a következő egyenlétet : 
y — pxtőj, 


Könnyen látszik, hogy Clairaut-féle egyenletről van szó, és általános 
megoldása 


y — ext2dt. 
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Mivel esetünkben f(pp—2Zp", ezért f(pidzádp, és a szinguláris megoldas az 
.y—pxit2p,, 
x s —dp 


egyenletrenászerből számítható ki p kiküszöbölésévet. A második egyenlet- 
ből p-t kifejezve és az elsőbe helyettesítve a szinguláris mégoldás 


1 
ys—— xi 


8 


zárt alakban irható fel. Az általános megoldás néhány egyenésée és a bur- 
kölőó görbe a 2. ábrán látható (24. old.h. 

Vegyük észre, hogy erről a differenciálegyenletről már szó volt az első 
rész III, fejezetében, Hasonlítsuk össze ezt a megoldást az ott mondottakkal. 


2. Keressük meg a következő egyenlet általános és szinguláris meg- 
oldását: 


(y—pxF — 14. 
Ha egyenletünket y-ra mégoldjuk, akkor 
y—- pxtFir§, 


tehát tulajdonképpen két differenciálegyenletet kell megoldanunk. Mind 
a két egyenlet €Clairaut-féle, ezért az általános megoldás azonnal felírható : 


y-cecxtFl-ret, 
vágy az előbbi átalakítást visszafordítva 
(y—exy — 14-d. 
A szinguláris megoldást az 


y sz pxtYl-sz, 








d p-—— 
x2——(tF1rp - F——i 
dp VI 4pt 
egyenletrendszeérből számíthatjuk ki. 
Először a pozitív előjelet választva a második egyenletben (ekkor az 


elsőben a negatív előjel érvényes) fejezzük ki F1-kp?-et és helyettesítsük 
az élső egyenletbe : 





Pp 
y— px——, 
fé a 
Innen 
P7 ani 
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Ha ezt a második egyenletbe visszahelvettesítjük, akkor 





ty 
xs r-1 a E 
veze xi yi Kí3—1ljad xiyő 
xi21) 
amiből 


V-D? agyi sz y, 
ill. rendezés után 
xrpry—Il. 
Könnyű belátni, hogy ha az egyenletrendszer második egyenletében 
a negatív előjelet választjuk, akkor ugyanezt a megoldást kapniuk. Ez 
a differenciálegyenlet szinguláris megoldása. 


Az integrálgörbék olyan egyenesek, amelyek érintői az origó közép- 
pontú egységsugarú körnek, a kör az egyenesek burkolója. 


3. Keréssük mega 
p: cost yá-p sin x cos x cos y—cosixsiny 7 Ú 


egyenlet általános és szinguláris megoldását! 
A meglehetősen bonyolult egyenlet egyszerűbb lesz, ha a 


sin yeg, sihx—nH 


helyettesítést alkalmazzuk. Ekkor 


Ezzel a helyettesítéssel egyenletünk 
dVv dv 
(cast x [E] 4- (cos x sin x) Én — cosix sin y. 
dit du 
c051 x-szel egyszerűsítve 
E do dv 


4 AD Em WV. 
fedő dt 
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A kapott differenciálegyenlet €lairaut-féle, ezért általános megoldása 
azonnal felírható : 


v- eu-bét, 
ill, az eredeti változókat visszahelyettesítve 
sm y  ésin x-et, 


A szinguláris megoldás ís könnyen meghatározható. Esetünkben ugyanis 


du dt 
rag 





És Így 
df 
da NI 
A szinguláris megoldás tehát a 
vu — ügt, 
Hu 7-7 —Zg 
egyenletrendszerből g kiküszöbölése után kapható meg. Ez pedig 
w 
UV — — 7: 
vagy az eredetit változókkal kifejezve 
. sin: x 
sin y — — 7 


C. ELSŐRENDŰ DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 
KÖZELÍTŐ MEGOLDÁSA 


1. PICARD ITERÁCIÓS MÓDSZERE 


Az 

y-fix,y) 
elsőrendű  differenciálegyenlet y(xJ)-gya kezdeti feltételnek 
eleget tevő partikuláris megoldása fokozatos közelítéssel 
( Picard módszere) [E. Picard (1856—1941) francia matematikus] 
az alábbi módon határozható meg. 
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Ha az v—fí(x, Vh egyenletben szereplő ffx,y függvény 


tamil Gyakorló feladatok 
valamilyen 


1. Határozzuk meg az 


kar or 
? 


HA 


—x 74 Y xy 
4 ebő re differenciálegyenletnek az y(0) 1 kezdeti feltételt kielégítő partikuláris 
tartományban korlátos (4 (x, y) z K) ÉS folytonos, továbbá Melnthogy az éle, je, 1 függvény tetszőleges vépes x és y értékre kor- 
eleget tesz az látos és eleget tesz a Lipscbitz-féle feltételnek, hiszen 

Lf€e y)—fés yi E Mlye— nal 


Lipschitz-féle feltételnek (AM pozitív állandój, akkor az 


1. — xi — ix Ives E M13.— gl, 


ezért az eljárás alkalmazható. 





. Mivel xaz0 és v(r)— 1, ezért a fokozatosan felírható függvénysorozat 
első 4 eleme a következő: 
y10) — ped f (Lyo) dt, . lk 
7. n0)-15 fed 18 [67] — ]42 , 
Ax ü 2 É 2 
val) - y(xo)-k f F(ry())dt, y (x) — 14 f[/ . 7) KA [e É I Hi É ! x: xi 
"a z j ; F Hi — ag B tet gs 
xx 
nd té d Ha d, 6 1 
ya (2) — px) ff f(t ya(t)) dt. v()— 14 f [1778 5] dt — telzeg tar — 
Xg í 2 B A ha 4A í 
xt e x8 xi ll íszV 1 (xv 
KEGNNNNTENENNNNENENKENNNN —-15£.£ 2 cg el B) :5 E) ; 
. 2 8 48 2 2 it 2 2:34 2 
y.0) — (xy f F(t ya a(t)) dt, z ( 2 age 
z 1- f r115—-— 4 — dr — 
Xg y.(x) J 7" g rk 28 di 
JANET TENYT TENG NN TERT TT NNNNA TEN TNS TEE HNNC VNC VEN S ENG EN ENC HÉ) jé H 18 Fő x 
Ld a mg - 1 tag ts] s 
függvénysorozat Hn-rss esetén a differenciálegyenlet 2 § 43 384[/ 
xx? l xx: z ] xt s ] xt d 
— — 14-—1r—[f—[ -c—f [1 -—[— 
y- yi) 7 (5) T 6) z6l 
megoldásához konvergál az Felismerve a képzésben mutatkozó szabályosságot 
l min la, — f(x) . 3 6] 1 (xy l (xy 
— Xg e — atx) — 17—-—-— [— I 4— j— 1 -...-—[j—] . 
x— Xg Ér ? 2" al rzrt5) Ér 7) 
intervallumban. Megjegyezzük, hogy az integrandusban az Így a differenciálegyenlet megoldása 
integrációs változót azért jelöltük t-vel, mert a felső integrációs a (FX wz [fak 
2 X. sz Ji n(xi — li min JT — —[ 
határban mar szerepel az Fix) Jim Ya (x) Jim E, ki E ) 2 ki ( 7) . 
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Vegyük észre, hogy 


ml fast z 

ki EG) ze. 

ezért a megoldás felírható az 
xt 
y(x) — et 


alakban is, Az első három közelítő megoldás graiikonját Il. a 16. ábrán. 
Megjegyzés. A feladat a változók szétválasztásával is megöldható. 


4 

3 u 7 fi Fi 

4, 641 

gy (x) 
2 
tj 4 (xi 
lú. ábra 
2 1 ű 3 A 
Faj fi 


2. Keressük meg az 


Y - ytx 


differenciálegyentetnek az 0-0 kezdeti feltételt kielégítő partikuláris 
megoldását iterációs módszerrel, 

Az fix, y) s x-Hy függvény tetszőleges véges x,y értékekre korlátos, 
és eleget tesz a Lipschitz-féle feltételnek, ugyanis 


1x4Y—x—gl — Íly —n] 5 MIy—9]. 
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Mivel xszŰ, Yyj—Ű, ezért 
tj Fi x [3 
pi(x) — 0- f (t-- 0) dr — El — —. 
2 ha 2 


x3 x 


yalx) — firő 7 5) dt ÉSÉT — Tt. 
ft 


ti (dt j az 
nztgjá É -4H—--k 771, 


(a 


patx) — 3" § 24 


xi ax? xi xi xx 0 xi 
sz —ngtxH— kh o — ih TRTR 
2 6 24 2! Mi 31 tk 4! 


Folytatva az xy függvények képzését 


2 3 yi at 
Fix) — FTESÉTTSSI a tet 
Az egyenlet megoldása tehát 
p() — lim ya (9) a mtartátetőet e 
Ísmeretés, hogy 
x 1 : x" 
£" — 1-k me artartetgmie 


bármilyen x esetében. Ezt felhasználva vegyük észre, hogy megoldásunk 
felírható az 


ylx) — e" -x—I 


alakban is, amint azt (rmás módszerekkel megoldva ezt a differenciál- 
egyenletet már láttuk, 


3. Határozzuk meg Picard módszerével az 
y — 3xty 


diflerenciálegyenletnek azt a partikuláris megoldását, amely eleget tesz az 
p(0—1 kezdeti feltételnek. Mekkora y közelítő értéke az x-ü l helyen? 

Esetünkben f(x, y) — 3x1-yt, xa —Ű, yy— 1. áz f(x, y) függvény 
az x—Ü 1] hely környezetében korlátos és eleget tesz a Lipschitz-féle fel- 
tételnek, mert 


1307 y4—3x— Al — 109247) (v—gől E M 1y— val, 
ahol M véges és MEvi-t ye. 
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Ekkor 3 
vi(x) — px) f (3r— váj dt z 1— f (311) dt — z8axal, 
Ú 4) 


ya(x)— 17 f ELÉ rea) dt sz 
a a , 


ÚT 


si 


úg 
1- f —r1-n 913 dt 5rlÍdr— 
a (4 


tt 

















4 3 
z — x5— — xx —x-xil, 
2 4 3 2 
ti s 3 4 5 2 
— 1- 31 a 8-ln elme taraa] dt — 
vat) "I b 4 3 2 
"gi öl 21 141 Í? 1137 
— 12 f pa eg? jő. IT HÉ g- 
a 440 40 3 4 180 
136 125 23 
——— 15 —— 113 — 190 6rt 5441 dt — 
1 12 3 
81 21 47 17 1157 
— s xii xy x1—— xb x7 4 
34kt 400 240 32 1260 
68 25 23 5 
4 —— 5 xx 2x th — x7xti. 
45 12 12 2. 


Ha x—ü 1, akkor Ü-adik, első, második, karmadik közelítő érték rendre: 
xy —1l; vy—lL.115; vyos1.íZő4; y.— 1,12721. 
számításunk eredménye tehát 
$ sz 1], 127 21. 


Vegyük észre, hogy differenciálegyenletünk nem lineáris és az eddig látott 
pontos módszerekkel nem oldható meg. 


4. Határozzuk meg az 
y sz x33y 


differenciálegyentetnek az y(l)5s2 kezdeti feltételt kieélépítő partikuláris 
megüldását az iterációs módszerrel. 


Az fix, Y) — x3-rvt függvény tetszőleges véges x, v értékekre korlátos 
és eleget tesz a Lipschitz-féle feltételnek, ugyanis 


let yr—at—yil — gyz tyéy—yl E MIly2—al, 
ha [8 yil-e M. Ez azonban igaz, mert yi ís ÉS Vz Ís VÉGES. 
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Esetünkben x.—1, y(íxo)—2, igy 


x Hi 
22 f tar -24 [re] — 


i 


x 7 
22 [—-4 rJ-[5s - Tárt. 
3 3 


(x) — 2-4 ef [d-(57ar 7) ] di — 
tépett 3 3 Ni 


[j 


y.(x) 











2 f [es 1: józ: 14 7 56 tk 1? di 
- 1" 3F— Ig —rt— —— Ha ft — m- 
; 9 3 g 3 g 

ő ars Tri 199 0 38rt 49ri 
sz 2 — tt :k ———— TrT— I — 

63 15 183 3 3 9 ú 


xi Ba Tat 47x? 2847 49 39 


E — 


6315 18 3 3 ú 6307 
valx) — 2— f (12 [yo (o?) dt. 
1 


Látható, hogy az integrálás minden további lépésben ís elvégezhető, de 
a fellépő tagok rohamosan növekedő száma miatt ezt már nem végezzük 
el, és közelítő megoldásnak az v.(x)-et fogadjuk ei. 


2. ELSŐRENDŰ DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 
MEGOLDÁSA TAYLOR-SOROKKÁL 


ÁZz 
yzfe,y 


differenciálegyenletnek az p(x)—ga, kezdeti feltételt kielégítő 
partikuláris megoldása Taylor-sor segítségével ís felírható. 

Ismeretes, hogy az akárhányszor differenciálható y5g(íx) 
függvény layior-sora az xg helyen a következő: 





9(x) — g(x)-k E CÉ (xx a 0 (xx — xojék 
éti ce gyík) 
ÉRE TEN 0 (x , — ate ZET —agt, 


ZO 


Á megoldandó 
y-fiy) 
differenciálegyenlet jobb oldalát tekintsük e(x0)-nek 
y-g(t9— fi y) 


és ekkor az összetett függvény differenciálási szabálya szerimt 





1 1 d 
y.-g 097 ff e.y Ete 
a aA, FT Aa 
— ax tg dx " 9y" 
ve elere] - 
DI OT AY YA LAT AT 
dx tax öxöyÍT dx dy dy" ay Mayöz tar 


- EL B A Fi 02 
ME ÉTÉT fzay et árt 


és így tovább. 
Az egyszerűbb írásmód kedvéért legyen 


mi, d, MM , df. 
öx day b pa" Bxöy d 


és ezek értékét az (xo; yo) helyen jelölje po, ga stb., továbbá 
legyen f(xos Yo) o, akkor minden x—x,-th helyen (ekkor 
x—xp—A) gíx) harmadfokú Taylor-polinomja, amit a dif- 
ek egyenlet közelítő megoldásának tekinthetünk, a kö- 
vetkező: 


ki 1 
7 —- Vat hfi 17 (pa todo) 








mé, 


l 
1-zTölro b Pago Zso fogd HA to) 
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Az eljárás folytatható, és a megoldás Taylor-sor alakjában Is 
felírható. 


(Gyakorló feladatok 
Határozzuk meg Taylor-sor segítségével az 
y - 3xró 


differenciálégyenletnek az yíüj— 1 feltételnek eleget tevő partikuláris meg- 
oldását! Mekkora y értéke az x—ü ! helyen? 
Esetünkben xazb, 7-1, etx)—y—1. 


y 5 gű) z 3xity, ri -l 

y -gW)— 3412, (xv — 5, 

XM -eő€)z AGAS E txa — ÍZ, 

ve) —öyy TI, g "(ro — 54, 

y" —g" a) tr bey egy, £"Ceg) — 354, 
és igy tovább, 


A megoldás tehát 


i 01- 3 09 12 0y 
yz 14-pé- jar ív- KE TES GÉ 39 -k 


4 
(r— b... , 





1 (x—ÚY 

ill. 

y 7-1 kek dath E xta KLLNNOTNI . 

2 4 ö6 

Ha x—ü 1], akkor 

F — v(0.1) — 140,1--0,025--0,002-7-6,000 221-0,000 03 -k . .. , 

PFP sz 1,127 25. 
(vö, a Picard-módszerrel kapott eredménnyel, 200. old.) 


3. RUNGE" MÓDSZERE 


A Picard-téle módszer szerint az ott megemlített feltételek 
mellett az 


vyz f(x, y) 


4 TT RUNGE (1856-1927) nérnet matemátikuis 
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differenciálegyenletnek az yíxyg—ywva kezdeti feltételnek eleget 
tevő megoldása 


y(x) — yo f f(x) dt 


alakban írható fel, és yvfx]-szel jelöltük az y Ax) függvénysorő-: 
zat határfüggvényét, ha m—- --. 

Ha x—xgth, és az Integrációs változót ismét x-szel jelöljük, 
akkor 


xg-ith 
Y — Vat Jf f(x, y) dx. 
Légyen I 
xgthk 
kzF—y(xojsz f  flxy)dx. 


Tegyük fel, hogy az yfx) megoldásfüggvény értékei az 


Xg. Xg 1. xaoth helyen ismertek, és legyenek ezek va, Vis Y2: 


Ekkor a határozott integrálok közelítő kiszámítására érvényes 
síimpson-félet formula alapján 
Ég RA 


kz f fixy)dx- 


— Lá PL arra] tTfixat A, va] : 


Most azonban csak x.):-vg ismert, yj és y, nem. A Runge- 
féle módszer azon alapszik, hogy a nem ismert y, és ya értékeket 
a következő modon közeltiti: 


I Hi 
Fi 5 Vat fo Ya) — vot, 


Ya sz gat Aflxgt bh, Pot Áfa) 


$t T. SIMPSON (1710—17ől)yangoól matematikus, A Sirnpson-féle fornmu- 
lát k. pl. Bárczy Barnabás: Integrálszárnítás, 321. oldal. Műszaki Könyv- 
kiadó, Budapest, 1971. 
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Ennek alapján 


A h h 
k z elervhe-or 2] 


fee tb A, vat iféxg tát, Va Tt 1] . 


Igy X-t A hatványai segítségével fejeztük ki. Be lehet látni, 
hogy A első három hatványának együtthatói rendre megegyez- 
nek a Taylor-sor szerinti kifejtés megfelelő hatványának 
együtthatójával, így a Runge-közelítés hibája A! nagyságrendű. 

k kiszámítását célszerű a következő lépésekben elvégezni: 


k, — hfo, 
k, ss hflxoth, yot ki) 
ka - hflxa th, yot kg), 


ke kh Ki 
k, — marék , 


I 
k sz — (kit 4kat-ko). 


A keresett közelítő megoldás pedig 
y— yt. 


Gyakorló feladatok 
Határozzuk meg Runge módszerével! az 
y — 4x FR. 


differenciálegyenletnek azt a partikuláris megoldását, amely eleget tesz 
az HÚ) — 1 kezdeti feltételnek. Mekkora y közeiítő értéke az x—Ű,i helyen? 
Esetünkben Xg szú, ya], tsŰ, I, Ax, y—3xty, 10— f(x Yya)- I, 


ki — hig — Ül, 
ka z Aflxot b, yt ka — 01(3(0--0,1)--(1-FOLYI — 0151, 
ka — kifent yot Ka) — 0113(0--0,1)-4(1--0,151)8] :— 0.162 48, 
A k 
k.s reszet) z 
z 4.1(3(0-4-HO,053--(1 3-0 659] — 0125 25. 
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Felhasználva ezeket az értékeket 
1 l 
Kk sz a fart ákat kn - 0 44-00 12525 40 162 48) — 


sz 042725, 


és így 
y een vuotk s 1,427 tárt 


(Vö. a Picard- és Taylor-féle módszerrel kapott eredménnyel!) 


4. RUNGF—KUTTÁA MÓDSZERE 


Az előző fejezetben ismertetett Runge-féle közelítést többféle- 
képpen módosították. Kutta módosítása (az előző fejezet 
jelöléseively a következő: 


Ki — fas 


11 


h K 
K, borz vő] 


h K 
K,z meg va], 
K, — hflxgt A, Yo Ka), 


és ekkor 


A keresett megoldás pedig 
y — Vat k. 


A közelítés hibája A" nagyságrendű, tehát egy nagyságrenddel 
jobb, mint a Runge-féle módszeré. 


Gyakorló feladatok 


Határozzuk meg a Runge—Kutta-módszerrel az 
y z3xiry 


differenciálegyenletnek azt a partikuláris megoldását, amely eleget tesz 
az y(0)—1 feltételnek. Mekkora y értéke az x—0,l helyen ? 


ZÜ4 


Esetünkben xs—0, yoz 1, 4—0,1, f(x, Yy-3xty, h— f(x. Fzl, 


X. — hf, — Ül, 


4: kk 
Ka — razor] z 


— 0, 113(0-40,05) 4-(1-- 0059) — 0125 25, 
At K 
KK, s ár [dot a] -— 
z 0113(0-4-0,05)--(1-40,OGZGY — 012791, 


EK, — hfixg th, yt KK) — 


sz 0113(0--0,1)--(1-0,127 — 
Ekkor )--(1- 918) — 0157 24. 


fi 


l 
ez 70 34 Ú,250 50 --0,255 8214-0,157 24) — 0127 26. 
A keresett megoldás pedig 


F sz gytk — Í 127 365, 
(vö. az eddigi megoldásokkal! 


5. ELSŐRENDŰ DIÍFFERENCIÁLEGYENLETEK 
MEGOLDÁSA ÁLTALÁNOS HATVÁNYSOROK 
SEGÍTSÉGÉVEL 


Ha az 
y — f(x, y) 
diftferenciálegyenlet jobb oldalán álló függvény az 
x—x] sag es, 
1y—yol eb o 
tartományban folytonos és 
[fo y EK, 
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azaz korlátos, továbbá az (x,y) hatványsorba fejthető az 
Fxy)— 2 aj(x—xg(v— yi 


I, 7-0 


alakban, akkor az adott diífferenciálegyenletnek az ya—3(xa) 
kezdeti feltételt kielégítő vzj(x) partikuláris megoldása az 
x—x, hely környezetében az 


vV(Xx) — Tag T 2 €, Éx T— xg)" 
1 


hatványsor alakjában állítható elő. A hatványsor legalább az 


i ml e! 
xx — Xg] s min 4. § 


intervallumban konvergens. A €, együtthatókat a felírt meg- 
oldásnak a differenciálegyenletbe való behelyettesítése után 
kapott azonosság két oldalának összehasonlítása révén hatá- 
rozhatjuk meg. 


Gyakorló feladatok 
1. Határozzuk meg az 
yY—-ytx 
differenciálegyenlétnek az y(0j—0 kezdeti feltételt kielégítő partikuláris 
megoldását hatványsor segítségével, 
Az fix, y) — x-tyfüggvény véges x és y értékekre korlátos. 
Legyén a keresett megoldás 
FÚ) — égbe zt et heg, ELŐ en 
alakú. Ekkor 
v(x) — cet der jezxt-b ...4-ne xb. . 
y(x) és yíx) hatványsorát az eredeti differenciálegyenletbe helyettesítve a 


c11F2cx1 304. HeneTTh E 


Cot c.X-t cx exet $nm HENK... -4- x 
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azonossághoz jutunk, és ez csak úgy állhat fenn. ha az egyenlő J 
1 unk, ; ű fok 
tagok együtthatói az azonosság két oldalán megegyeznek, azaz számú 











C1 — eg 
Zé 7 ci-ti]l, ebből €s ft! § 
2 
JC; — Cu, ebből e—-£ cat] B art] 
I 3 6 c LE 


, Ch-i  €tI 
ns €C.-i, ebből e, 5— GAL, 


H n! 
A keresett megoldás tehát 


€s-H1 
F(X) — €y Fexr at PE a, pa 
2! 31 mi! 
A kezdeti feltételek szerint ha x 0, akkor y—ű, ebből következik, hogy 


Cú —ű, 








9. sitt KÉN 


és Igy a partikuláris megoldás 
x x5 n 
Yyp(x) - artarte tart —- €7—x—I], 
amint azt már láttuk (199. old.). 
Z. Határozzuk meg az 


Hi 2x—y 


[d 





1—x 
differenciálegyenlet megoldását hatványsor segítségével. 


42XMY 
Az fix, Vh — 1-x függvény az x—1 egyenes mentén nincs értelmezve, 


legyen tehát x51. 
Tégyük fei, hogy az egyenlet megoldása 





P(x) — coT erk eger. Fe XT e, 
alakú. Ekkor 

y(x) — Ci t2epetJégxtt.. hme ant r 
Visszahelyettesítve a differenciálegyenletbe 

(1— 9 (er t-Zéget-3egxt e... Fne tk...) z 

- 24—(ratex tépő Fégx?-k. he xk..). 
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A szorzást elvégezve és az egyenlő fokszámú tagok együtthatóit össze- 


hasonlítva 
€1—— na 


2Jc.— c, — 2—ci, ebből €5—l1. 











Úsz l 
364— 22 — —Ün, ebből c, -— 7 7 
a. Cs 1 
dé — 3éz — — Csi ebből c, — FI z § 
164—(1— Ver ——éncas Ebből 657 €n-i 
és így n—-2 (n— 2) (n— 3) 
Ün — mereg 
(1—2)(1—3) (n— 4) ú 
KÉNT T7TEGYF SG 7 aglttstdtttá 
ki (n—2)(n— 3) (n—4)...2:1 e. — 2 (ha nz2. 
n(r— 1) (r—2)...4.3 n(ín—1) 
Így a keresétt hatványsor 
xa xi a . 2 


yíix) — €4—eax txt heh Hz 


— th... tt —]X 
3 6 1I6 rír— 1) 

sz eg(1-—-x)t Z—S ax. 
Cat x) sé n(n—1) 


Nézzük meg, milyen x értékekre konvergens ez a sor. A Cauchy.féle 
hányadoskritértumot alkaimazva 














T; dna1] Ti zet nín— DI 
mee] gy [/ meltükDn Ze [7 
.  nín—]1) 
7 kimenet 


A sor tehát akkor könvéergens, ha I.x] egz h. i I 
Megjegyzés. Megemlítjük, hogy a differenciálegyenletnek a kezdeti 
feltételeket kielégítő pontos megoldása — ugyanis a différénciálegyenlet 
inhomogén lineáris egyenlet — 
y — c(1—x)2(1—x) in (1—x1-4-2x. 


A. fgyelmes Olvasóra bízzuk, hogy az In(1—x) hatványsora ismeretében 
a két megoldás azonosságát belássa. 
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II. MÁSODRENDŰ DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


A másodrendű differenciálegyenletek legáltalánosabb alakja 


Fix, V, V, y) — Ű, 


ahol F az x független változó és a (legalább) kétszer differen- 
ciálható y függvény és deriváltjainak valamilyen függvénye. 
Ha az egyenletből v" kifejezhető, akkor a differenciálegyenlet 
felírható az 


ysz fe, yy) 


explicit alakban i5. Az általános másodrendű differenciál- 
egyenletek megoldására általános módszer nem ismeretes. 
Bizonyos speciális alakú, ill. típusú másodrendű differenciál- 
egyenletek megoldására azonban találtak megoldási mód- 
szereket; ezek közül mutatunk be néhányat a következő 
fejezetekben. 


A. HIÁNYOS MÁSODRENDŰ 
DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


Hiányosnak nevezünk egy másodrendű differenciálegyenletet, 
ha az egyenletben szerepelhető x, y,y közül egy vagy több 
hiányzik. v" természetesen nem hiányozhat. 

A hiányos másodrendű differenciálegyenletek közül azok 
oldhatók meg könnyen, amelyek megoldása például helyette- 
sítéssel elsőrendű differenciálegyenletek megoldására vezet- 


Zil 


hetők vissza. Ez nem mindig sikerül, például az y" —(x, y) 
alakú egyenletek í(y hiányzik) megoldása nem vezethető 
vissza helyettesítéssel egy vagy két elsőrendű differenciálegyen- 
let megoldására. 


1. 9" — ff) ALAKÚ DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 
Ebben a legegyszerűbb esetben a differenciálegyenletből 


vés y is hiányzik. Azonnal látszik, hogy a differenciálegyenlet 
általános megoldása kétszeri integrálással kapható meg, először 


yz f/0ddxtei, 


majd 
y - [709 dx- e] dxt cs s 
z f(ffoddx]dxtext cs. 
Gyakorló feladatok 


1. Oldjuk meg a következő differenciálegyenletet 
(14-sin xy" cos x — 0. 

Az egyenletből y-t kifejezve 
C08X 

— (sink 


Mind a két oldalon integrálva 


y 


1 


" zza f (cos x) (sin x 1)" dx z ——— te 


Még egyszer integrálva 


i 
HE ——— — —— dx té x. 
sin x-t 1 


A jobb oldalon álló integrált a t-t helyettesítéssel számítjuk ki. 


Esetünkben 
zdt 


. 2 
SIN xX — —— , zzz ———— , 
1--r 


1--r: 
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Így 


[7 dx a 1 0 2dt fo 2dt 


17-r? 
2 
szöke TET — — HE FH ÉCs 
1--tg 7 
A differenciálegyenlet általános megoldása tehát 
2 
Y— SHEET Üg 
1--tg - 
2 


2. ÖKljuk meg a szabadon eső tést mozgását leíró 
dts 
di?" 


alakú differenciálegyenletet! 


előszel ítt az sír) függvény második deriváltja állandó, kétszer integrálva 


-g 


ds 
a z PÉtrÜC, 
majd az 
ra 
§ — etette 


egyenlethez jutunk, és ez a differenciálegyenlet általános me oldása. Az 

egyenletben szereplő két állandó az adott kezdeti feltételekből határozható 
Ha például a 1—0 időpillanatban az addig tett út 5.—0. akk 

az adatokat a megoldásba helyettesítve) j 17 aZkot (ezeket 


Ú — €z, 


és megoldásunk 


2 
35 — det 
a 1 


alakú. 
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Ha ezenkívül a 1—0 időpillanatban a test kezdősebessége 14—0, akkor 


ds 
p 7 miatt az első integrálás után kapott egyenletből 
Í 





Ü — Cip 
és így a megoldás 
gi 
4 — 4 
2 


Ha a :—0 időpillanatban a már megtett út 54, a kezdősebesség Va, 
a differenciálegyenlet általános mégoldása 
rt: 
4 Tt tat TF őn. 


3. Amikor a hajótestet vízre hocsátják, a hajótest lejtőn csúszik a vízbe. 
A rögzítőkötelek elvágásától szárnitva mennyi idő alatt ér a vízbe a hajó, 
ha a lejtő hossza (—50 m, a leiítő hajlásszöge x—25", a súrlódási együttható 
pedig As5ü4. 

Ismeretes, hogy a hajó erő hatására mozdul meg, és gyorsuló mozgással 
csúszik a lejtőn, A mozgatóerő a G súlyerő lejtő irányú Grsú sima 
kömponénsének és a F súrlódási erőnek a különbsége (17. ábrad. A súridr 





17. ábra 
dási erő pedig a G súlyerőnek a lejtőre merőleges Gy-G cosa kompo- 
nensével (nyomóerővel) arányos. Így a hajót mozgató R erő 

R — Gsma—k G c05 a. 


dsg , , 
Mivel R—ma— mi Fri és G —mg, ezért a mozgást leíró diflerenciálegyeniet 
fd 


FF 
rt e" z mgeísin a —k c05 a), 
ill. 
í? 
kr — pílsin a —k €08 e). 
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Mind a két oldalon fr szerint integrálva 


§ 
az gének cosajtá ei. 


Még egyszer integrálva kapjuk az általános megoldást : 


Fv. 
— 7 Gin 0—k cos att beért éz. 


Az integrációs állandókat a kezdeti feltételekből határozzuk meg. Ha 
ds 
t—ű, akkar 5—Ű és 1 — pi ző. Ebben az esetben az első integrálás után 
t 
kapott egyenletből 


0 — e, 
a második integrálás után kapott egyenletből 
ÜÚ — 64. 


A feladat kezdeti feltételeit kielégítő megoldás tehát 
§ ., 
§ 7 ri (sin a—k cosajr:, 


Ha 5—1-5Üüm, a—25" és £—ü 4, akkor (7—39 81 mis?) 


elm . 
(sin 257—0 4 cos 257173. 
259 


JÚ — 





Ebből 


100 — 
dni Vess TI - VI347 11.55, 


vagyis a hajó 11,5 másodperc alatt csúszik a vizbe. 


2. Fix, y., V") — Ú ALÁKŰ DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 
Ha a másodrendű differenciálegyenletből y hiányzik, akkor 
a másodrendű differenciálegyenlet megoldása könnyen vissza- 
vezethető két elsőrendű diflerenciálegyenlet megoldására az 
y 7 p(x) 
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helyettesítés segítségével. Ekkor ugyanis y"—p(o), és eredeti 
egyenlétünk 
Fe,pp)—0 


alakú lesz, és ebből , meghatározható. p ismeretében pedig 
a helyettesítést kifejező egyenletből y számítható Ki. 


Gyakorló feladatok 
1. Oldjuk meg a következő differenciálegyenletet: 
2y"-y3347-0. 


Mivel az egyenletből y hiányzik, érdemes az yzpx) helyettesítést 

alkalmazni. Ekkor y"—p (xx), és egyenletünk 

2p—pít4-0 
alakú lesz. Megkiséreljük a kapott elsőrendű, nem lincárts differenciál- 
egyenlet változóit szétválasztani; 

2p — p:— 4, 

d 
4 Tf z dx. 
p-4 

Á szétválasztás sikerült, mind a két oldalon integrálunk. Mivel 


1 l 
d 04 4 1 23 
2 T af. 9 n12 
p-4 pt2 p—2 
J 




















2 pr2i" 
ezért 
in ZET z 2x-b 
sz c 
"pr 
Ebből 
—-2 
pe, 
p:r2 
ii]. 
2(l14-ee" 2e1ett 
p TAL -2( E] 
1— che 1— ee" 


Pp helyére visszaírva az y-t, még az 
—2.2epet 


— 7 — 
, 1— ce" 
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elsőrendű egyenletet kell megoldanunk. Integrálva 
y 5: 2x—2ln 11 — ee Ég a 
és ezzel megkantuk az eredeti egyenletünk általános megoldását. 


Z. Határozzuk meg a következő differenciálegyenlet általános meg- 
oldását: 


xyő—v s xő. 


A másodrendű differenciálegyenletből y hiányzik, ezért az Y -p(x) 
helyettesítés célszerű. Most y"—p(x) és így egyenletünk a helyettesítés után 


xp-pzxő 


alakú. Elsőrendű, lineáris, inhomogén, függvényegyüűtthatós egyenletről 
van szó. A homogén egyenlet 


xP-Pzü 
alakú, és ennek megoldása 
Pe ÍTETT a gtmiette — Cs, 
Az inhomogén egyenlet egy 5, partikuláris megoldását 
Pa — cíx)x 
alakban az állandó variálásának módszerével keressük mez. Mivel 
Pa — e(xxtelx), 
ezért a difflerenciálegyenletbe helyettesítve 


cíx]xaet tel] x—cíxix — xt 


Ebbő 
c(x) — x, 
111. 
x 
cfx) — —. 
tx) 2 
Az elsőrendű inhomogén egyenlet égy partikuláris megoldása tehát 
xi xx 
szi — p I s—- 
Pa a 7 


alakú, az általános megoldása pedig 


a 


7 a L€"r, 
ő. 2 
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Mivel pedig p—y, ezért 
x Cxdd xt Ce 
s — Xx xXx z — dt Ü1. 
9 E Tt ) 8 2" 


3. Függesszünk fel egy homogén, állandó keresztmetszetű, hajlékony 
és nyúlhatatlannak feltételezett kötelet az A és 8 pontokban, amelyet csak 
a saját súlya terhel. Határozzuk meg azt az y(x) függvényt, amely a kötél 
egyensúlyi alakját meghatározza (18. ábra) 





5 





18. ábra 


Tekintsük a kötélnek az xy és xs, tetszőleges abszcisszájú P, és FP, pontja 
közötti darabját. A P,, ill. Ps, pontokban az érintőirányú T) és T, erő hat. 
Ha ezeket az erőket egy-egy vízszintes és függőleges összetevőre bontjuk, 
akkor a kötél egyensúlyának a feltétele 

a vízszintes erőkre: V,—F), — 0, azaz F,—- Fosállandó, 

a függőlepes erőkre: F,—F, — yt, ; i 
ahol y a kötél fajsúlyát, L a tekintetbe vett kötéldarab ívhosszát jelenti, 
tehát 


Xg e, 
L — J V1-3-y" dx. 
Xi 


Így 
Xg 
F-R-y f VI? dx 
31 
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Ha F.- PF. akkor 





F—-FR OO dF 7 dE 
-— , és így —syV1--y3, 
x2—Xx dx dx 


Mivel F érintőirányú, ezért 


yY-igaz E, 
V 
amiből differenciálással (V állanda 
Ni IL dF 
TV dx 


A jobb oldalba helyettesítve az előbb kapott kifejezést 
1 — em 
ét 1 3 ;, 
pg? YI-y 
és ezzel megkaptuk a kötél egyensúlyi alakjának, az ún. kötélgörbének 
a differenciálegyenletét. 
Olyan hiányos másodrendű differenciálegyenletet kaptunk, amelyből 


y hiányzik. Alkalmazzuk tehát az y —(x) helyettesítést, amikor ís y"szpxe), 
és ekkor differenciálegyenletünk 


FF 

"5 —V14 

p-T F14p 
alakú. Az egyenlet változói szétválaszthatók. 


dp ta 
KI--pé V 
Mini a két oldalon integrálva 


xx. 


arshp — Tati C), 
és ebből 
y 
P -— hírt Cu. 


Az alkalmazott helyettesítés alapján tehát 
; y 
XY E sh — (xb Ci) 
FV 
és ezt integrálva kapjuk meg az általános megoldást: 


K gy 
y—- —ch—(x1rC0)r GC. 
y Kr 
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Látható, hogy a kötél egyensúlyi alakját egy koszinusz hiperbolikus füge- 
vény írja le. Ezért szokás az yzeéhx függvény görbéjét láncgörbének 
vagy kötélgörbének ís névézni. 

Az általános megoldásban szereplő €., C. integrációs állandókat és 
a F vizszintes irányú erőköomponenst abból a feltételből lehet meghatá- 
rozni, hogy az adott hosszúságú kötéldarab az adott 4 és S pontokon 
halad át, 

Ha például egy s hosszúságú kötelet helyezünk el az A(x o: Val ÉS 
B(íx: Yt pontok között, akkor 


V 
y. 7 —chő (ak CT Cs 
y F 


FK 
Fun — — ch — (xb CI) Cs, 
y FK 


X a 


XI F Xg FK 
5- f Virytdx—— ff Vdx—— 069 (x2)) — 
FV y y 
z Fi [D7764400-sh-T- ető] , 


és ebből a három egyenletből az ismeretlen Cs, C, és F elvben kiszámítható. 


3. FG, y, y?) — Ú ALÁKÚ DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


Ha a másodrendű diflerenciálegyenletből a független változó, 
az x hiányzik, akkor az y —pífy) helyettesítéssel a másodrendű 
differenciálegyenlet megoldása két elsőrendű differenciálegyen- 
let megoldására vezethető vissza. Most p az y-tól függ, és ezért 


n dv  dp  dp dy  dp. dp 
d dx dvd gy? gy" 


Eredeti másodrendű egyenletünk helyett tehát az 
dp 
F[. B. 63) — Ü, 


y-pW) 


elsőrendű differenciálegyenleteket kell megoldanunk. 
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Gyakorló feladatok 
1. Üldjuk meg a következő differenciálegyenletet;: 


yy" — 2y: ay, 


serve a másodrendű differenciálegyenletből a független változó hiányzik, 
azért az 


, n. ÜP 
y — pg -gP 
y 


helyettesítést alkalmazzuk. Ekkor 
dp 
ya p7- 2 -tp. 
xy 
Azonnal látszik, hogy p—Ű megoldása ennek az egyenletnek, így 
yző, amiből y-€C 


és ez megoldása az eredeti egyenletünknek. Ha pú, akkor egyszerűsít- 
hetünk p-vel: 


dp 
— y — 2(n— 1. 
dy y (p—1) 
A változók szétválaszthatók : 
d d 
E ZS A 
p-1 y 


és integrálás után 


Im]p—H - 2]n]yl--2 ln c, 
és ebből 
p — dyt-I. 
Mivel p—y, ezért a megoldandó második differenciálegyenlet 


dy 
— 7 rt j] 
dx czy 


alakú. A változókat ismét szétválasztva 
dy 


— mmm z Efx, 
ícyP-i-1] 7 
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integrálva 
l 
— arcte ey —X-tű. 
€ 


Ebből 
1] ey —tgícxt ce 
111. 


1 
y —- —tgíexteű 
ű 


Z. Keressük meg az 
yyőtyt gy 


differenciálegyenlet általános megoldását! 
A másodrendű aiflerenciálegyenletből hiányzik az x, ezért célszerű 
lesz az 


; nd 
y — p(íYyhy - a? 
gy 


helyettesítés, Ezzel 
dp 
y—ptj§- 
dy 


A kapott egyenlet elsőrendű, dé nem lineáris inhornogén differenciál- 
égyentet. Könnyű meggyőződri arról, hogy változói nem választhatók 
szét. Ha y"-tel elosztjuk az egyenlet mind a két oldalát, a 


a Fr 
52 1 
dy gy 49 


egyenlethez jutunk, és erről már látható, hogy homogén fokszámú egyenlet, 
Ujabb helyettesítésre van szükség. Legyen 


Ezt felhasználva 


( mai Í 1-4 
134y—ht—1—r5. 
ya 


Rendezés után a változókat szétválasztva 


£ dí dy 


1—982 


Hi 
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integrálva 


1 
—g 11-28 — Injy—Ink, 











c z yt(l—2r9), 
. : B, . 
Visszahelyettesítve a ft sz — értéket 
F 
ű — y! —2pt ya, 
Mivel vsp ezért 
L. ON — 
v aa VES na LP-t 
2y: VK2 9 
A változókat szétválasztva 
ydy  , dx 
Vst-e VR 


A bal oldalon álló függvény integrálját külön számítjuk ki ; 


ydv péz 
ze HÁTA Ei 


r-3 
—-arsh 3 d 


Ke 
Ezt felhasználva 


y — 
arsh — — FF2x-ttui, 
Ü 
111. 
xy 
Ke 


Ebből pedig 


z shít F3x- cik 


yt — Ksh(tF2xt e) 


a differenciálégyenlet általános megoldása. 


gy 
1 KE 


S male 
— 


Va 
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3. Oldjuk meg a következő differenciálegyenletet: 
pp -yöty 
. Az adott másodrendű differenciálegyenletből mind a független változó, 
mind az y hiányzik, tehát kétféle célszerű helyettesítést is ismerünk. Üldjuk 
meg az egyenletet mind a kétféle módon. 


Legyen először 


;, n dP 
y — píyh ekkor y — —p. 
dy 


Ezzel a helyettesítéssel a 


dp 
gy" —- min 


elsőrendű egyenlethez jutunk, Azonnal látszik, hogy 970, ill. az ebből 
kapható y—ü, vy—c megoldása az egyenletnek, Ha p5Ü, akkor egyszerű- 
sítve 5-vel 


k s p-il, 
és ébből a változókat szétválasztva 
dp 
p"rl 





—- dv, 


ill. integrálva 
arcigp — y-te, 
és ebből 
p-tgíyte) 
Mivel pzy, ezért 
dy 


-——t . 
Fn gly-te) 


A változókat istmét szétválasztva 
etgíytej-dy — dx, 
majd integrálva 
€08 c 
J Keret dy — X1-€i, 
In lsin (ye — xte. 
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Mind a két oldalon € alapra emelve 
sin (y-4-c) — Ce", 
v--cec so arcsin Ce", 
y — arcsin Cerr e 


a differenciálegyenlet általános megoldása. 
Legyen másodszor 


y7- p(x), ekker y"z o p(x). 
Ezzel a hélyettesítéssei eredeti egyenletünk 
pz pap 
alakú. A változók szétválaszthatók, ugyanis 
d 
E dx. 
map 
A bal oldalon álló integrált külön számítjuk ki. 


erdei Frezgyiai A ragzzei 
Bátp p(íp"1 1) p p-iIl 
p 
Vp-r1[/ 











s ln P-n ("t1 — in 


Ezt felhasználva 


ln — xtce 











Ypal 
Fejezzük ki az egyenletből p-t, 


Pp hitre 
mm  -— é y 
Vp:t-a-1 


2 





— tev, 





p"-t1 
ter 
— 1— Ce" 


Ce" 
Pp -aV s i 


Pp 


b 


225 


Tekintsük először a pozitív előjelet, Mivel y —p, ezért 
v-f /—— E lete kz [ee FK Ce 
I — ce VK1— Ces" aezzjőti 
— MERLE dx 
F1—(ke"vY 


ahol KC-Kk, Azonnal látszik, hogy ez ke" —r helyettesítéssel alapintegrálra 
vezet, mégpedig 


y s o arcsin ke" te, 
Ha p negativ, akkor hasonlóan eljárva a megoldás 
Yv — ArCcos kje"-t ég, 
de ez áz arccos x — arcsin x- összefüggés alapján átírható, és Így az álta- 


lános megoldás valóban 
y — arcsin de" t 5 
alakú, amint azt az első megoldásban is láttuk. 


B. MÁSODRENDŰ LINEÁRIS 
DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


ÁZ 
Fix, Vs y, y) sű 


másodrendű difterenciálegyenletet akkor nevezzük lineáris- 
nak, ha benne y és deriváltjai legfeljebb az első hatványon 
fordulnak elő, és szorzatuk nem szerepel. 

A másodrendű lineáris diflerenciálegyenlet általános alakja 


alxyy TbOJy Feljy — f(x), 


ahol az ata), H(x), cíx) és fe) ugyanabban az intervallumban 
értelmezett függvények. 
Ha az atx), P(x), cfx) függvények állandók, a differenciál- 
egyenletet állandó együttíhatás difflerenciálegyenletnek nevézzük. 
Ha fíxy— 0, az egyenlet homogén, ellenkező esetben 
inhomogén, 


226 


A másodrendű lineáris ditferenciálegyenlet megoldásával 
kapcsolatban két tételt említünk meg. 

1. Ha egy komegén másodrendü lineáris differenciál 
egyenlet két lincáris független partikuláris megoldása vi ÉS Ve, 
akkor az egyenlet általános megoldása 


Y — Pit ég Va. 


Ez azt jelentt, hogy az általános megoldas felirásához két 
lineárisan független partikuláris megoldás ismerete elegendő. 

Az yi és ya függvényeket akkor nevezzük lineáris függet- 
leneknek, ha a 


ceI.téey — 0 


egyenlőség akkor és csak akkor teljesül, ha c4—c5—0. Két 
lineárisan független függvény hányadosa nem lehet állandó. 

2. Ha egy inhortogén másodrendü Irneáris differenciálegyenlet 
homogén részének általános megoldása FY és az inhomogén 
égyenletnek egy partikuláris megoldása Vy, akkor az inhomogén 
egyenlet általános megoldása 


NY — Y7- Vag, 
il], 


il 


Py7- ej FűJeTJ)g 


Ez azt jelenti, hogy az inhomogén egyenlet általános meg- 
oldásának felírásához a homogén egyenlet két lineárisan függet- 
len partikuláris megoldása és az inhomogén egyenlet egy parti- 
kuláris megoldása elegendő. Hogy ezeket hogyan határozzuk 
meg, az az egyenletben szereplő függvényektől is függ. A leg- 
egyszerűbb az eljárás az állandó együtthatós differenciál- 
egyenletek esetében, ezért a tárgyalást ezekkel kezdjük. 


1. ÁLLANDÓ EGYÜTTHATÓS, HOMOGÉN MÁSODRENDŰ 
LENEÁRIS DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


Az allandó együtthatós, homogén másodrendü lineáris dií- 
ferenciálegyenlet általános alakja 


agy 3by 1-ey — 0. 
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Azonnal látszik, hogy az y—0b függvény megoldása a dif- 
ferenciálegyenletnek, ez az egyenlet triviális megoldása. 

A differenciálegyenlet hiányos másodfokú differenciálegyen- 
létnek is felfogható, de az ezzel a módszerrel történő megoldás 
elég hosszadalmas. Sokkal egyszerűbb a következő: 

A differenciálegyenlet egy partikuláris megoldását az 


yz egz 
alakban kereshetjük (ahol 4 egyelőre ismeretlen), hiszen az 
exponenciális függvény az egyetlen, amely deriváltjaival ará- 
nyos. A deriváltak 

y" sm des, y" — A gtr 
és ezeket a differenciálegyenletbe helyettesítve 

ela? 34bitre) — 0, 
és ez csak úgy állhat fenn, ha 


aA" 3-bade — Ő. 


Ez a másodfokú egyenlet a dilflerenciálegyenlet karakterisztikus 
egyenlete, amelyből A kiszámítható. A karakterisztikus egyenlet 
diszkriminánsától függően három esetet különböztetünk meg. 

£. eset: ha a karakterisztikus egyenlet diszkriminánsa pozitív, 
akkor két különböző valós gyöke van az egyenletnek (legyenek 
ezek 4) és Aa), tehát a differenciálegyenlet két lineárisan függet- 
len megoldása felírható az 


3 — ett, Va — eft, 
alakban, és a differenciálegyenlet általános megoldása ekkor 
f — eV tűsya — eye" hb eger, 


yi és ya, valóban lineárisan függetlenek, mert 


- etrágr sz állandó, mert Ap Aa. 
a 
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2. eset: ha a karakterisztikus egyenlet diszkriminánsa zérus, 
akkor az egyenletnek egy kétszeres (ket egyenlő), valós gyöke 
van, legyen ez 4, és most csak egy partikuláris mégoldás írható 
fel, mégpedig 


y1— ef. 


A  differenciálegryenletnek egy másik, az py-től hneárisan 
független megoldása például az állandó variálásának mód- 
szerével kereshető meg, és könnyű belátni, hogy az 


Va — xe5 
alakú. A differenciálegyenlet általános megoldása igy 
Y — ce i csxet sz ect csx). 


vi és ya. valóban lineárisan függetlenek, mert 


Fi et 


Va Xx ex 





I ; 
— — sz állandá, 
XL 


3. eset: ha a karakterisztikus egyenlet diszkriminánsa negatív, 
akkor az egyenletnek két (konjugált) komplex gyöke van, legye- 
nek ezek 4..—atői. o Most két lineárisan független parti- 
kuláris megoldást írhatunk fel: 


visz eztői pp, — e77ői, 


Ha felhasználjuk a komplex számok exponenciális és trigono- 
metrikus alakja közötti összefüggést megadó Euler-féle for- 
mulát [L. Euler (1707—1783) svájci matematikus], az általános 
megoldás az 


Y — e"íc, cos Bxtc, sin Bx) 


alakban irható fel. 

Figyeljük meg, hogy az állandó együtthatós, homogén másod- 
rendű lineáris differenciálegyenlet megoldásának felírásáahoz 
tulaklonképpen csak egy másodfokú egyenletet kell meg- 
oldanunk (integrálmi nem is kellh, 
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(Gyakorló teladatok 
4. Oldjuk meg a kövétkező differenciálegyvenletet ; 
y-y egy — u. 
A differenciáléegyenlet karakterisztikus egyenleté 
42—4—6 —ú, 
énnek gyökeéi 


11424 3 
Aaa — KEL — €..3 


é5 így a differenciálegyenlet általános megoldása 
Y — epe" hee tt 
2. Határozzuk meg a következő differenciálegyenlet általános meg- 
oldását: 
v —8y tlőy — €. 
A karaktérisztikus egyenlet 
42—84416 — ú, 
ennek két egyenlő gyöke van, hiszen (4 —4y — 0, Így az általános megoldás 


F — cette exet, 


3. Írjuk fel a 
4vy"td4y 39 —0 


differenciálegyenlet általános megoldását, 
A karakterisztikus egyenlet 


44:4-441- 37 s Ű, 


ennek gyökei 
—44-VI6— 592 1... 
dia si TR -- -7i Ar. 


Így a differenciálegyenlet általános megoldása 
IL 
Y-t " (ei c05 3x--Cs sin 3x). 
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4. Egy pont akkor végez csillapítatlan harmonikus rezgőmozgást, ha 
a gyorsulása arányos az elmozdulásával, de azzal ellentétes irányú. Ilyen 
mozpást végeznek jó közelítéssel például a megpendítétt hangvilla pontjai. 
Határozzuk meg az elmozdulást, mint az idő függvényét! 

A csillapítatlan harmonikus rezgőmozgás ditfferenciálegyenlete 


9 2 —wy, 
ahol most ponttal jélöljük az idő szérinti differenciálást. Az egyenlet 


állandó együtthatós, hornogén, lineáris másodrendű differenciálegyenlet, 
A karakterisztikus egyénlete 


A-t — 0, 
ennek gyükei 
Ai: z-Eün, 


ezért a differenctiálegyenlet két partikuláris megoldása 
VX — cosal; Ya. — sin eat, 


Ezek lineárisan függetlenek (hányadosuk nem állandén, ezért a différen- 
ciáiegyenlet általános megoldása 


Y — c) €05 00 TP C2 SIN ént. 


Ha figyelembe vésszük a kezdeti feltételeket, az integrációs konstansok 
kiszámíthatók. Ha a r—ü (kezdeti) időpillanatban a pont kitérése y(í0) —8, 
és a sebessége V.(0 va, akkor 


FY(0) — 0 — c, 
F (0) — 44 — Csé5. 


A második egyenletből 
Ég EKE 
és így a kezdeti feltételeknek eléget tévő megoldás 


Bag . 
Y — — SI ot. 
Ún 
(19. abra) 


231 


d MRS 
ygzegy sm art 





13. ábra 


5, Csillapított rézgőmozgást végez a pont akkor, amikor a harmonikus 
rezgését valarmi, például a súrlódás, akadályozza, csillapítja. Ilyen esetben 
a pont kitéréss arányos a gyorsulásával és a sebességével, de mind a kettő- 
vel ellénkező irányú. A mozgást leíró difflerenciálégyenlet (a mozgó tést 
tömege, s a csillapítási tényező) 

my ——a$iny — 25y. 
s ; 
Ha m-mel végigosztunk és az— -—k jelölést bevezetjük, akkor 
IT 
y—-—ujy-ikö, 
ahol c 0 állandó és k pozitív állandó. Írjuk fel a rezgő pont kitérését 
rnint az idő függvényét! 
A felirt 
y42kp--nyyzl 


differenciálegyenlet másodrendű, állandó együtthatós, homogén égyenleét. 
Karakterisztikus egyenlete 


A232kAtant s Ű, 
és ennek gyökei 
—1kt V4kz— ám 
2 


A k és cs állandók nagyságától függően 3 esetet lehet megkülönböztetni. 

1. eset: legyen kem, vagyis f5—ein-ű, Ez azt jelenti, hogy a súrlódás 
a rezgést kiváltó erőhöz képest nagy. Ekkor a karakterisztikus egyenletnek 
két különböző valós gyüke van, és mind a kettő negatív. A differenciál- 
egyenlet általános megoldása ekkor 


— —k-EYkt— egyi, 


Ág We 


Y sz egett a eyett, 
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Legyenek a kezdeti feltételek 


Y(04— 0,  F(Ü) s ey. 
Ekkor 


Ci t üz 


AC -- AaCs a 


Vg 


Az egyenletrendszert megoldva 





Vg Vg 
Ci a TETTE bj Ún E fd 
Ar—dz da— di 
és így a kezdeti feltételeket kielégítő megoldás 
Y — Vg (eat eteh, 
Aa H Az 


Mivel As—4oa, ezért FO. A 1—0 időpillanatban Y—ő, majd a 7, idő- 
pillanatig növekszik, itt eléri rmmaxirnourmát, majd / további növekedésével 
(exponenciálisan) a zérushoz tart. A rezgés apériódikus. Ezt a rezgést 





20. ábra 


rálcsillapított rezgésnek szokás nevezni, Így mozog például a nagy súr- 
lódású folyadékban kitérített inga, amely a másik oldalra már ném tér ki. 
A kitérés grafikonját a 20. ábrán rajzoltuk meg. Függvényvizspgálatot 
végezve könnyén be lehet látni, hogy a rézgés maximális kitérése a 


A 
In — 
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helyen van. Figyeljük meg, hogy fr, pozitív. Ugyanis 4; és Az negatív és 
daz- Aa, Így hányadosuk pozitív, de 1-nél kisebb, ezért ennek logaritmusa 
negatív, Ha pedig ézt a negatív 42—4A, különbséggel osztjuk, pozitív szá- 
mot kapunk. 

2. eset: ha k—en azaz 42—gey — 0, akkor a karakterisztikus égyen- 
letnek két egyenlő gyöke van, 4. s 4. —-k, és a differenciálegyenlet 
általános megoldása 


Y — ee tt ketes, 

Ha figyelembe vesszük az FY(04—0, V(0)-rz-ű kézdeti feltételeket, akkor 
£.—0, c. — C4, 

és a megoldás 
Y — vgte tt 


A kitérés ebben az esetben ís mindig pozitív és a kezdeti emelkedés után 
monoton csökken és 0-hoz tart. Á rezgés most is aperiodikus (aperiodikus 


határállapob. Könnyü belátni, hogy a rmaximális kítérést a pont a ( — Fi 


időpillanatban éri el (21. ábra). 





3. eser: legyen most ken, azaz kt—ax-zú. Ekkor a karakterisztikus 


egyenlet gyökei kompléxek, mégpedig 
da,z — — k-bi Veri — ki, 
A megoldás most 


Y — e-ttíc, cos Yeot—ktr 4 es sin Ve01— ktg). 
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231. ábra 


Ismét az Y(0)—O, Y(0)—ro:-0 kezdeti feltételeket akarjuk érvénye- 
síteni. Előbb kiszámítkuk az F deriváltat: 


Y a — kettér, cos Vet— kt res sin Ken — kir) 
4 ertt( — e, sin VKort— kire, cos Feot — kit) -(Kcot—k?), 
A kezdeti feltételeket felhasználva 
ü — Ci a 
va — €s Ke —kt- ke, 


A két egyenletből az integrációs állandók 





£1—Ű, cz — —— , 
kez —kz 
és ezekkel a megoldás 
en ——— 
$y Tsz tti sin hey kt, 
[di — 


A megoldásból leolvasható, hogy a kitérés periodikus függvénye az 
időnek, amplitúdója azonban nem állandó (mint a harmonikus rezgő- 
mozgásnálh, hanem r növekedtével gyorsan (éxponenciálisami csökken 
(22. ábra). Így mutatkozik a súrlódás fékező, csillapító hatása, 


et sín Vént-ktt 





22. ábra 
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2. ÁLLANDÓ EGYÜTTHATÓS, INHOMOGÉN 
MÁSODRENDŰ LINEÁRIS DIFFERENCIÁLEGYENLETEK. 
A PRÓBAFÜGGYÉNY MÓDSZERE 


ÁZ 
ay"bby Hey — f(x) 


inhomogén egyenlethez tartozó 
aY rbr ter -0 


homogén ícsonkított) egyenlet általános megoldásának meg- 
keresését az előző fejezetben már tárgyaltuk. Hátra van még 
az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldásának a meg- 
határozása. Ez nagyon könnyű akkor, ha az f(x) zavaró 
függvény speciális alakú, mégpedig 
polinom, 
exponenciális függvény, 
sin (ex-t B), cos (ax 8) függvény, 
vagy ezek összege, szorzata, összegének szorzata, szorzatának 

ÖSSZEgE. . 
(Ha a zavaró függvény sh x, ill. ch x, akkor azt exponenciális 
alakra írjuk át.) Ugyanis ekkor az inhomogén egyenlet Va 
partikuláris megoldását ugyanolyan típusú függvénynek téte- 
lezzük fel, mint amilyen a zavaró függvény, csak az együtt- 
hatókat tekintjük ismeretleneknek feróbafüggvény). A fel- 
tételezett függvényt és deriváltjait a differenciálegyenletbe 
helyettesítve azonosságot kapunk, amelyből az ismeretlen 
együtthatók kiszámíthatók. Most is ügyelni kell arra (l. az 
elsőrendű, hasonló differenciálegyenleteket), hogy például 
polinom zavaró függvény esetében a próbafüggvénynek tar- 
talmaznia kell a polinom legnagyobb kitevőjű hatványánál 
valamennyi alacsonyabb kitevőjű hatványát akkor is, ha ezek 
valamelyike a zavaró függvényből hiányozna. Hasonlóképpen, 
ha a zavaró függvény csak sin (ux--ő) vagy csak cosíax-HŰ), 
akkor is a próbafüggvény Asin (ax4-8)- B cos (ax4-B) keli 
hogy legyen. 

Külön kell itt is megemlíteni a rezonancia esetét. Ha a ho- 
mogén egyenlet általános megoldásának valamely tagja fegyütt- 
hatótól eltekintve) megegyezik a zavaró függvénnyel (vagy 
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valamely tagjával, akkor rezonanciáról beszélünk. Be lehet 
látni (az elsőrendű egyenleteknél alkalmazott eljáráshoz 
hasonlóan), hogy ebben az esetben is a zavaró függvény alapján 
felirt próbafüggvényt vagy annak valamely tagját még meg kell 
szorozni x-szel. Ha az így kapott próbafüggvény megegyezik 
a homogén egyenlet megoldásának másik tagjával, azaz kér 
szeres rezonancia van tez csak akkor léphet fel, ha a karak- 
terisztikus egyenletnek két egyenlő gyöke van), akkor még 
egyszer meg kell szorozni x-szel a próbafüggvényt. 


Gyakorló feladatok 
1. Üldjuük meg a következő egyenletet : 
XY4sy Fáy — 3-2x—xt, 
Az 
Y"--5Y -4FY-z0 
homogén diflerenciálegyenlet karakterisztikus égyenlete 
4t3454-4—0. 


Ennek gyökel 4; — —4, 4, ——]1, így a homogén egyenlet általános meg- 
oldása 


Y — mert hegeT 


Az inkornogén egyenlet egy partikuláris megoldását kereshetjük a pnrába- 
függvény módszerével az 


Fy s d BxiC 
alakban, ahol 4, H és C ismeretlen együtthatók. Ekkor 
4 — 24Axr B, 
ya — 24. 
Ezeket az eredeti egyenletbe visszahelyettesítve a 
ZA tS5(2Axt B) -4(4Axtt BxtC) — 3—2x—x? 
azonosságot kapjuk, ami csak úgy állhat fenn, ha 
44A ——], 
104--4§ — —3, 


241584 4€ — 3. 
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Az egyenletekből és ebből 


1 1 23 4——iI, 3—1. 
4Asz—-—, B——, € — —, : ; 
d 8 32 Az inhomogén egyenlet partikuláris mepgüldása tehát 
Így a partikuláris megoldás ya 5—xerretr, 
23 általános megoldá ; 
97-—-—xih— xi goldása pedig 


4 32" KKN 
8 3 9 lle Ce PF Ce e 7 te eF tési - — (C — xs kr Ces egir 
és az inhomogén egyenlet általános megoldása 


xi xx 23 3. Megoldandó a következő dTierenciálegyenlet ; 
y— Y-yo s Csere tegezni y"-6GyElgy z x-tsin 3x, 
2. Határozzuk meg az A homogén differenciálegyenlet karakterisztikus egyenlete 
y—-d3y - 2y — e73-2et 764413 — 0, 
differenciálegyenlet általános megoldását. a gyökök — 
Az 2. a 6E15—5 — 644 





Y"—3Y 32Y—0 — 3132, 


2 2 
homogén rész karakterisztikus egyenlete 


42—-34142 7-0 


vagyis komplexek. A homogén rész általános megoldása így 


F sz e (€C) c052x-4C, sin 2x). 


Ennek gyökei 4,—1, 44—32, Így a homogén differenciálegyenlet általános Az inhomogén e 
: , ? gyenlet egy parlikuláris megoldása ke - 
megoldása tüggvényy módszerével és mivel rezonancia nincs, ezért reshető a próba 
Y — CC erre,es, 
: : 13. va — Axt 81 Csin3xr D cos 3x, 
Az inhomogén egyenlet egy Ya partikuláris megoldása kereshető a próba- — fe ya s z 4-4H3€ cos 3x— 30 sin 3x, 
függvény módszerével, de vegyük észre, hogy rezonáncia van, mert a meg- 1199 ——9Csin 3x—9D eos 3. 
oldás első és a zavaró függvény első tagja (együtthatótól eltekintve, azonos! I34x (138 : 
Így a próbafüggvény 1138— 64)-4-(130- 18590) sin 3x-- 


2.ly, — Axes Bet: t(13b—18€—9D) cos 3x sz x1sin 3x. 
Alk t á já 
alakú lesz. Most apolt azonosság alapján ; 
134 — 1, ésebből 4 — — 
— 3.1] — Ae" t Axe r38e", A 137 
— kj a a ax 
1-1yg — Ae -- Ae" Axe" 3-OaBe 7, 138—-64A sz 0, és ebből - A , 
A visszahelyettesítés érdekében szorozzuk meg az egyenleteket rendre 13 
2-vel, —3-mal és 1-gyel (ezt az égyenletek bal oldalán jeleztük) majd 40--185 — I, 
adjuk össze őket. Ekkor k I g 
ésebből €-—, DB: —., 
— Ae h2Belr — es42e5, 4D—18C —-0 85 170 
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Áz inhomogén rész y, partikuláris megoldása tehát 
l 6 1 g 
— — xt —-— sin 3x-hH— €C0s 3x, 
Te Ta 169 85 170 


az általános megoldás pedig 


ús 
y — é(C.c0s52xtC2sin aaz tgt 


1 a 
z-— sin 3x-— cos 3x. 
B 170 


4. Írjuk fel az alábbi differenciálegyenlet általános megoldását : 
vtagy Hy — 2e-is 

A homogén rész karakterisztikus egyenlete 
43364439 — 4-3? — 0 


és azonnal látszik, hogy egy kétszeres gyök van: 4 ——3. A homogén 
rész általános megoldása tehát 


Y — Ces rpüixe 


A zavató függvény és a megoldás első tagja (együtthatótól eltekintve 
egyenlő, így rezonancia van, ezért legyen a próbafüggvény 


Ya — Axe 


alakú. Most azonban a megoidás második tagjával van rezonanciában 
a próbafüggvény, így még egyszer kell x-szel szaroznunk és ezért a próba- 
függvény alakja 


a. ya z Axtet 
ú-:1 ya s ZdxeT 82 4 Ax? (1—3e7"7, 
1.17 — 2AeTta2Ax(— 38797) 24x(— Jer!) Ax (det) 


Z4ecte zz get, 
és így 4-1. Ezzel 

va — xter"e, 
az általános megoldás pedig 

y - Gye gyxe taxes tt e Erre xtÜ1. 


5, Keressük meg az 
y -dv — cos 2x 
differenciálegyenlet általános megoldását! 
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A homopén egyenlet karakterisztikus egyenlete 
4544 —(, 
ennek gyökéi 
da str, 
a homogén egyenlet általános megoldása 
F — €, cos 2x1-űC sin 2x. 


Az inhomogén egyenlet ya partikuláris megoldását kereshetjük a próba- 
függvény módszerével, de ügyelni kell arra, hogy az 


Yo — A cos 2x-tHsin 2x 


első tagja rezonanciában van a homogén rész megoldásának első tagjával. 
Ezért a helyes próbafüggvérty 


4-] ya — Ax cos 2xt Öxsin2x, 

0-9 — A cos 2x—2á4Ax sin 2x 3- §H sin 2x42Hx cos 2x, 

1-[d 5—24s5in 2x—24 sin 3x—dAx cos 2x12B cos 2x-k 
12E cos 2x—45x sin 2x 


—d4A sin 2x31dHcos 2x — cos 2x, 
Ebből 


és igy 


Ya s 7 x sin 2x, 
az általános megoldás pedig 


, XX . 
F- Cvcos2xte.sin 2x-b e sin 2x. 


6. Ha olyan pontra, amely csillapítatlan rezgőmozgást végez, periodikus 
erőhatást gyakorolnak, a pont kényszerrezrésr végez. Legyen a periodikus 
gerjesztő erő 

F - Fysim eat, 


ekkor a mozgást leíró differenciálegyenlet 


Ytajy — Dane f 
FT ko 


Zál 


Legyenek a kezdeti feltételek Yyíh—0, p((h—ra. Határozzuk meg a ki- 
térést mint az idő függvényét! 

A kapott differenciálegyenlet állandó együtthatós, inhomogén másod- 
rendü lineáris egyenlet. Az 


Y-kegY —-—(Ú 


homogén egyenlet általános megoldását egyszer már meghatároztuk 
231. oldah, ez a kézdeti feltételeket figyelembe véve 


Ba . 
F — sm eH. 
Én 


Az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldását szabad a próba- 
függvény módszerével az 


yo — Asin e 14 B cos mi 


alakban keresht. 
Ekkor 


ya 7 mA cos w 1— en, B sin ener, 
Ya — —olA sin a 1r—en B cos ef, 


Visszahelyettesítve az inhornogén egyenletbe 
g F. g FF, . 
A (aA — og) sím ca 1 B(at — 00) €05 tü ft s — sin ev, I. 
ri 
Ha a? —e057ü, akkor az azonosság csak úgy teljesül, ha 


; Fa 
B7-Ü és Aí(w— ag — —, 
fm 
és ebből 


B2-0, A — fe 


ml — eg) 
Így az inhomogén egyenlet va partikuláris megoldása 
Fa : 
ya — FTECIEKTTI sin egyi, 
az inhomogén egyenlet általános megoldása 
E, 


Un . 
Yy — Ftv — — sin ft 
ál mitet — 108) 


sari ef. 


242 


A létrejövő mozgás tehát két, állandó amplitúdójú, de különböző Írekvén- 
ciájú rezgőmozgás eredője (ca a rendszer önlrekvenciája, cs, a gerjesztő 
erő Írekvenciájak, ezt modulált rezgésnek szokás nevezni. 
Ha bevézetjük az 
ég 


fi 
paramétert, akkor 
F, HF 1 


minte meg: 1—v 











l , 
ahol -- Na nagyító tényező, Ha c,sccs, vagyis a gerjesztő Írek- 


vencia sokkal kisebb, mint a rendszer önfírekvenciája, akkor MVszl, Így 
a kényszerrezeés amplitúdója alig változik. Ha v növekszik, akkor ezzel 
együtt N is növekszik. Ha 42.-ren, akkor v--rl és M—-ra, Ezért ő —01 
ésétben rezonancia lép fel. Ha v tovább nő, akkor W és vele együtt az 


ra amplitúdó előjele megváltozik, nagysága csükken, végül ha v--es, 
HIÚ 


Fa 
akkar —- —Ü. 
men i 
Megjegyezzük, hogy a differenciálegyenlet (és a megoldása) csak olyan 
állapot leírására aikalmas, amikor Fo és cs, az időtől független állandó. 
Rezortancia esetében (cossox láttuk, hogy az amplitúdó végtelenné 
válik. A tapasztalat szerint ez nérm következik be azonnal, hanem meg- 
határozott begerjedési idő múlva. Ez az (dő az egyenletből nem szárit- 
ható ki. 


3. ÁLLANDÓ EGYÜTTHÁATÓS, INHOMOGÉN 
MÁSODRENDŰ LINEÁRIS DIFFERENCIÁLEGYENLETEK. 
A KÉT ÁLLANDÓ VARIÁLÁSÁNÁAK MÓDSZERE 


Az előző fejezetben láttuk, hogy az 
ytby-i-ey sz f(x) 


inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldásának méghatá- 
rozására a próbafüggvény módszere csak speciális zavaró 
függvények esetében alkalmazható. y együtthatóját szán- 
dékosan választottuk 1-nek (ez osztással mindig elérhető, 
hiszen y" együtthatója nem lehet 0), mert a képletek felírása 
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így egyszerűbb lesz. Ha az alább közölt képletekkel óhajtunk 
számolni, mindig ügyelni kell arra, hogy y7" együtthatója 
l legyen. Mindig alkalmazható a kövétkező módszer. Az in- 
homogén egyenlet v, partikuláris megoldását a homogén 
egyenlet általános megoldásához hasonló szerkezetüűnek téte- 
lezzük fel, csak a benne szereplő két állandót (egyelőre isme- 
retlen) függvénynek tekintjük, vagyis 


Vo — ki(x) 91 t-kp(x) Va 


alakúnak képzeljük. A két ismeretlen függvény (egyértelmű 
meghatározásához egyelőre csak egy egyenletünk lesz, tudni- 
illik az, amit az ya és deriváltjainak a differenciálegyenletbe 
való behelyettesítése révén kapunk, ezért még egy önkényes 
kikötéssel élhetünk. A behelyettesítéshez szükségünk van 
a deriváltakra. Az első: 


ya — ki60)yi1- ky keldyet ke(x) ye. 


Most élünk az előbb említett lehetőséggel és feltesszük, hogy 


(1) k6)ntkzlx)ya — 0. 

Ennek figyelembevételével kiszámítjuk a második deriváltat is 
ya — kib) tk Gyia tkal) ya tkolye, 

és ha ezeket az inhomogén egyenletbe helyettesítjük, rendezés 

utan a 

(2) kid tkelx]yz — f(x) 


egyenlethez jutunk. A (Il), (2) egyenleétrendszernek (amelyben 
ki(x) és £o.(x) az ismeretlenek), akkor van egyértelmű meg- 
oldása, ha a deéterminánsa, az ún. Wronski-féle determináns 
(H. Wronski (1778—1853) lengyel matemaüukus] nem 0, azaz 


Fi Wa 


W — JT di 
Fi Fa 


sé 0. 
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Ha y, és p, lineárisan függetlenek, akkor W-—0, és az egyenlet- 
réndszer megoldása 


Pk Ü 


10 V2 
, kit 


kieg - 169 3 








Ebből a két ismeretlen függvény kifejezhető 














Ü Va ; 

k.(x) sa FX) Va dx - ) 72109 dx, 
Fi Fa ViVFr— FePFi 
ja 
y Ü 

Yi Na FiVya—7 KP 
Vi Ya 








E két függvénnyel az inhomogén egyenlet általános megoldása 
y— Yt9— erjJa tért kba Pk l)ya. 


Gyakorló feladatok 
1. Oldjuk meg a következő differenciálegyenletet : 
l 


"gy hy — —— — . 
jé jé T €7 cos 2x 


Az állandó együtthatós, rnásodrendü, lincáris mhomogén egyenlet 
homogén részé 


$Y 32Y45F 50. 


Ennek karakterisztikus egyenlete 


43324-45 — 0, 
és gyökel 
—231V44—20 
Ain s E — — I tői 
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A hormogpén rész két partikuláris megoldása 
Yi s e "cós2x, Hp — e" sindx, 
általános megoldása pedig 
T — € "(cp 05 éxT ő. ali 2xh. 


Az inhomogén egyénlet egy partikuláris megoldását két állandó variálásá- 
nak módszerével keressük meg az 


va — kiíeje e? cos 2x1 ke "üx)sin 2x 


alakban. Az ismeretlen kAÁxm és K.dx) függvények rmmeghatározásához 
számítsuk ki előbb a Wronski-léle determinánst : 


Wa €77 €05 2x e7" sin 2x ki 
—e"" (cos 2xr-b2sin2x) ev" (2cos2x—sin 2x) 

— e-ts(2eőst]x— cos Zx sin 2x2) he" ícos 2x sin 2x-b 
-F23sinide) s 287" z ü. 


Ezt felhasználva 
í) e" sin dr 
] 


————— a  g7 "(2 cos 2x—sin 2x) 
£7 c05 2x 





ki(xj — da7tx dx z 
Hi " ag tttgőr dx --— f Sir 2x dx a 
get. 2.) cosáx 
1 
— —- In icos 2xi. 
4 
47" cos 2x Ü Í 
—er"feoszxá2sim 2x) ———— 
k.(x) — e" cos 2zx] dx — 


ga 


I 


ezi 1 l 
lseszz[577 


Ezek segítségével a partikuláris megoldás 


l 1 . 
Ya — at (cos 2x) in Icos 2xl ty ter" sin 2x, 
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az általános megoldás pedig 
y- Yty 


il 


l 
e" [6 in [cos 2-1) c05 Ax (ető) sir 2] B 


2. Oldjuk meg a következő diffierenciáléegyenletet ; 


Éj 





" n4y 33 — . 
TT ep] 


Az inhomogén egyenlet homogén része 

Y —41r 33r —ú. 

Ennek karaktertsztikus egyenlete 
42—-443-3 — 0. 

A karakterisztikus egyenlet gyökei 
4-3, 4.—], 

így a homogén égyenlet általános megoldása 
F — evő ege, 


Az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldását nem kereshetjük 
a próbafüggvény módszerével, mert a zavaró függvény az exponenciális 
függvény lincáris törtfüggvénye. A két állandó variálásának médszerével 
dolgozunk. Legyen az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldása 


3 — kiG)et tk (je 
alakú. Az ismeretlen kilx) és Kelx) függvények meghatározása érdekében 
először számítsuk ki a Wronski-féle determinánst : 


Fi Ni esz er 




















W-I, [5-Í, s ereget mm zet 0. 
MY e je" e 
Ennek segítségével 
ül er 
e" . et 
si " — e731 
z 
ki seem dx  ! — —— dx — 
— ge — Jet 


veri 


Az inicgrált helyettesítéssel számítjuk ki. Legyen 


. elt 
e" tp ekkor dr — TT. €5 ÍEYy 


I 
2 fe eln per s-zlez sz [do 


Ha az integrandust parciális törteékre bontjuk, akkor 


fesz - fé BC DJ), 
ETEGT HFT 7) j 


Ez csak úgy lehetséges, ha 





l — A(r41)4 Br (1-4 114 Crő111)-- Dr, 


Ha 7—Ű, akkor 4A—], ha Fr — —i, akkor B ——k. Ha 7-1], ill. 2, akkor 
(az dés B kiszámítoti értékét felhasználva) rendre 


Í — 273 28732€—1, azaz B13€C—0, 
1 — 346871 12€—8, azaz Ht2C—Il. 
E két utóbbi egyenletből 8 ——1, € — 1. Ezekkel az együtthatókkal 


1 
[ee "Je FF 1-7 dt — 


rt lntl—ln Ír — 


4 
— 247, 
PTE tr] 


Áz eredeti változóra visszatérve 


I 1 1 e" 
ka(x) — —[ -——1-— 41 . 
4) 7 deir tm] 


Hasonló méóden 











gő" ü 
jet — elt 
€" - £73i 
k.(x) — MEZ VSE EGET EY 


fa 
s zf egi 
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dí 
Alkalmazva az e7—? helyettesítést, dx - — és az miégrál 


Í 
[7 mer fez e [Je s 


l l 
——— (ln le1— in 4-P1D 5——7 in 








tr 





l e" 


n a 
2 €731 





— 


Az inhomogén egyenlet partikuláris megoldása tehát 


yo — ki(xe st kelxje — 
l ( 1 42 41 e" ) 5 
—1——— 3 4in e 
2 Z2etx gy e" .-] 
baz] 
41—— in e" 
2 2-1 


nil PE rte jin di 
sz — het" ete " 
a 2 "HI 











Az inhomogén egyenlet általános megoldása tehát 





1 e" e 
y ekezet bee [7-5 In ezi ] . 


4. ÁLLANDÓ EGYÜTTHATÓS, MÁSODRENDŰ 
DIFFERENCIÁLEGYENLETRE VISSZAVEZETHETŐ 
PHFFERENCIÁLEGYENLETEK 


a) AZ EULER-FÉLE DIÍFFERENCIÁLEGYENLET. Az 
xtyrrxytasy e fix (Krü 


alakú differenciálegyenletet, ahol r és s állandók, Euler-féle 
differenciálegyenletnek nevezzük. Ez az egyenlet új változó 
bevezetésével (transzformációval) állandó együtthatós dif- 
ferenciálegyenletre vezethető vissza. 
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dt l 
Legyen x—é. Ekkor 1—In KZT továbbá (a t szerinti 


deriválást ponttal jelölve) 
ag god 
— do d dx Íx  x 


nd d J-$ déd -( 5) 


Helyettesítsűk ezt vissza az eredeti differenciálegyenletbe : 


e. ] y 
0y-jj-ztrxztsy — fe), 
y4(í(r—])y4sy — (e 
Ez pedig már állandó együtthatós differenciálegyenlet, és ennek 
tárgyalását már elvégeztük. 
Ügyeljünk. arra, hogy ha az érédeti egyenlet inhomogén, 


akkor a zavaró függvényben se feledkezzünk meg a helyette- 
sítésről. 


Gyakorló feladatok 


1. Határozzuk meg a következő differenciálegyenlet általános meg- 
oldását: 


xy" —-xytdy s coslnxtxsinln x. 


, A differenciálegyenlet Euler-féle, és ezért az x—et transzformációval 
állandó együtthatós differenciálegyenletté transzformálható. Az új égyenlet 


yH(—1—1)$-4dy — c085r£4-etsint. 
áz Ld JJ Ld 
$—2rY4a4Yr 0 


homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete 


412—2444—0, 
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ennek gyökei 
24yY4—16 ZI2FV3I fee 
Ai — ENNE sz NCS sz 1-WF3i. 
Így a homogén egyenlet általános megoldása 
Y s et(e, C0S F3r 2- fa AN hőrh 


Az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldását kereshetjük a prába- 
függvény mödszerével az 


y, — Asin ft BcosrreiCsntt Bcos ti) 
alakban, ugyanis — amint az látszik — rezonancia sincs. A dertváltak 
ha — 4cost—Bsin tket(C sin ír r b cos tr) tere cost B sin td 
— A cos f — Bsin t—-ett(C— BD) sin 1 (04 EH cos rt], 
a s — Asin (— 8 cos 1ret (CC — DD) sint (Cr DD) cos ft] 
-- e (CC — D) cos 1—(€14D) sin t]. 
A próbafüggvényt és deriváltjait az inhormögén egyenletbe helyettesítve 
— A sin 7— B cos tter[—-25D sin 420 cost] a 
328 sin 1—24 cos t—e[2(0C—Di sin tt 2(0- B) cos r]-- 
FA4A sin 14-48 ces tt et[4C sin 13-4D cos f]) — 
s cos t-te! sin 7. 


Ez az azonosság csak úgy állhat fenn, ha 


34--2ő -— 0, 
38-24 —- 1, 
20 —I, 
2B — €. 
Az egyenletrentszert megoldva 
A -.£ B-2, c- 7, B: Ű, 
13 13 z 


Az inhomogén egyenlet keresett partikuláris megoldása tehát 


Z si 142 14- "sirni 
sz — see B]ji — — e SIII, 
TT 13 2 
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az általános megoldása pedig 


y — etfey cos K3t cs sin Vr) 
- ) 13 7—2sin ti 1 ten é 
——- C057— 2 SIN TrT— e SIN f. 
13 1 


Ha visszatérünk az eredeti független változóra, akkor az eredeti differen- 
ciálegyenlet általános megöldása 


y sz x[edcos(V3 In x1 cs sin ÍV 3 fin x- 
I , 1 
ÉT (3c0s5lnx—2 sin in kht x sin In x. 


Z. Üldjük meg a következő egyenletet; 
xy —3xy táv — xtatln ax. 


Az Euler-féle differenciálegyenlet megoldása érdekében az x—e he- 
lyettesítést aikalmazzuk. Ekkor 


y—-d$-tdy — eti ettz, 
A homocgén egyenlet 

Y—-4FY-44F —Ű, 
ennék karakterisztikus egyenlete pedig 

4£—44--4—€ 
A gyökök 4, —2, 4,—2., A homogén egyenlet általános megoldása 

Y — che"t7-egtett, 
Az inhomogén egyenlet ya partikuláris megoldását kereshetjük a próba- 
függvény módszerével, de vegyük észre, hogy rezonancia van, a homogén 
egyenlet általános megoldásának második tagja í(konstanstól eltekintve) 
megegyezik a zavaró függvény második tagjával, továbbá a karakterisztikus 


egyenlet gyöke kétszeres gyök. Ezért a próbafüggvény 
ya — Aet (Brr C)rSer — detri Brr CreTjett 
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alakú. A deriváltak 
Ia z Ae 3Bt—20r)ett (B? Cim 2ett, 
ja s At (6Br—20)ett b (38tt2Cr)2ett 
- (3.811 20r)2ett (Br Cr9det 


Ha a próbafüggvényt és deriváltját az inhomogén egyenletbe helyettesit- 
jük, akkor 


Act 4-(GBtr2CJetTAOBE ICE ett 4 4A(BEI rk CrTjett — 


—4AAe — A(3BY? A 2C)et—B(B3 pr CrTjett a 
3 4Aet FA(Br? a Ct?)ett — 
zs et tett, 


Ez csak úgy lehetséges, ha 


4-1]. 68-11, 20-00 
VAGYIS 


l 
4-1], 8——, €—-0. 
ő 


Az inhomogén egyénlet egy partikuláris megoldása tehát 
Va — étre 
6 Ld 
általános megcidása pedig 
l 
y- egett degree d dr rest 


Ha visszatérünk az eredeti változóra, az eredeti egyenlet általános meg- 
oldása 


I 
Yy — 64 xX"3ő,x" ln xi x- ge z. 


b) AZ ÁLTALÁNOSÍTOTT EULER-FÉLE DIFFEREN- 
CIÁLEGYENLET. Az 


(ax tb 4 rlax thy 4-gy rz Fix), (axitbh 0 


alakú diflerenciálegyenletet általánosított Euler-féle differen- 
ciálegyenletnek nevezzük. a, b, r és s állandók. A difflerenciál- 
egyenlet az ax4b- d helyettesítéssel állandó együtthatós, 
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másodrendű lineáris differenciálegyenletre vezethető vissza, 
ugyanis most 





ny dvd pa 
TT Sdgk dt dx" axib?" 
nd 2—— ki 
PF eg ge V axrb] 7 
— dy dt szolsz] — 
— "dt dx axáb ? (axa hé [/ 
ua Aha m ia 
s V-D az 
A két deriváltat az eredeti egyenletbe visszahelyettesítve 
e . e — b 
a(p— gy) tary át sy - 51 " ]. 


10. 





s. , e— b 
Gyatr—djasy 770 a ]. 


és ez már állandó együtthatós differenciálegyenlet. Mielőtt 
az egyenlet megoldásához hozzákezdünk, célszerű az égyen- 
letet a"-tel elosztani, 


Gyakorló feladatok 
1. Oldjuk meg a következő differenciálegyenletet : 
(428 —hxt Ny i-y — 3r1-d. 


Mivel az egyenlet általános Euler-féle differenciálegyenlet, ezért az 
l 





r 
x-32 — ef helyettesítést alkalmazzuk. Ekkor tf — ín ]x--2], reimn 
-Ú 











x22 
és ezzel 
d df . 1 y 
y di dx Égi x-t2 
vad. 1 Y—3 
MEYE Gr? Kjt 
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A deriváltakat az eredeti differenciálegyenlette behelyettesítve 
y—y—pty — 3(et 2)4-4, 

ill. 
F—2y-by — 3ef— 2. 


A kapott állandó együtthatós differenciálegyenlet homogén részének 
karakterisztikus egyenlete 


A2 02473-1 — 0, 

ennek gyokei 
Ai — 1. Az 7 1. 

Így a homogén egyenlet általános megoldása 
Y — Ü e -- Ca té, 

Az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldása esetünkben a próba- 
függvény módszerével kereshető, Vegyük észre, hogy a zavaró függvény 
első tagja és a homogén egyenlet általános megoldása között kétszeres 
rezottattcia van, ezért a közvetlenül felírható Ae" függvényt még ??-tej 
meg kell szoroznunk. Így a próbafüggvény 

4, — At B 
alakú. Deritváltjai 
Fa s ZÁAret At et, 
Vo — 2Adetr2zArerr2ádtet 4 Aitet, 
Visszahelyettesítve a differenciálegyenletbe 
24et B — 36—2, 


ari csak úgy lehetséges, ha 
3 
Az 7 , HB —2 
Az inhomogén egyenlet partikuláris megoldása igy 
3 rt 
Fu — a r2et— 2, 
általános megoldása pedig 
3 
FE Ft Ya I CC et Cate b tet 3. 
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ta visszalelyettesítjük az eredeti függétlen változót, akkor differenciál- 
egyeületünk általános megoldása 


3 
y — (x-I-2] [- cember tve a[-2 


2. Határozzuk meg a következő differenciálegyenlet általános meg- 
aklását: 


(3x-42Ev"-4(9x-ő)y —36y — 3xttá4x-l. 


Ha a másodrendű lineáris diíferenciálegyenlet bal oldalán a második 
tagból 3-at kiemelünk, azonnal látszik, hogy általános Euler-féle diít- 
ferenciálegyenletről van szó, tehát a célszerű helyettesítés 4-2 sz ert, 

e—2 dx e df 3 
Ekkor x — 


3 "dt 3" dx  3x42 
sodik, deriváltját. 








. Kiszámítjuk y első és iná- 





Hi dv dt 5. 3 
nd" dx 3xr2 
ei] ., 99-59 
(3x—2jE (3x 2 (3x--2E 


A deriváltakat az eredeti egyenletbe helyettesítve 


e-gy "2 
9(4—j) 494 —36y — 315) 4 [/ ; Je 


Az egyenletet rendezve az 





d k 


gy - (ete) 
HANT ag 


állandó együtthatós másodrendű lineáris differenciálegyenlethez jutunk, Az 
Y—4Y —0 

homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete 
A2-4— 8, 

és ennék gyökei 
4du—t2. 

A homogén egyenlet általános megoldása 


Tr — ce -F C,e-tr 
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Az inhomogén egyenlet égy partikuláris megoldását a próbafüggyérty 
módszerével szabad keresnünk, mert az egyenlet állandó égyütthatós €s 
a zavarófüggvény speciális alaku. Legyen 

Ya s Aetit B. 
Vegyük észre, hogy rezonancia van a homogén egyenlet általános meg- 
oldásának első tagja és a zavaró függvény első tagja között. Így próba- 
függvényünket módosítani kell, az első tagját meg keil szoroznunk f-vei. 
Ezért legyen 


Ya — Ateti B. 
Ekkor 
vo z AE H2ZÁAtet, 


Yo — 2AeT A 2dett a 4áAtett 


Visszahelyettesítve a deriváltakat a diflerenciálegyenletbe 


j 
Ader grdAtett—4dAte"—4H — 27 (et — 1). 
Ez csak úgy lehetséges, ha 


44 ! 48 ; 
27 0977 


E két egyenletből 


a-b B ! 
— 1087 408 


Az inhomogén egyenlet égy partikuláris megoldása tehát 


l 
— —— (tett3. 1), 
Fú 108 t1) 


általános megoldása pedig 


l 
y— FYtw merte Shy jet. 


Visszahelyettesítve r értékét, az eredeti díifferenciálegyenlet általános 
megoldása 


Cs 1 
- 1 —— e m——— 3 H2ZV] 3 332 7 1]. 
y — €.(3x-2 TAZTÖjE 108 (63x--Z2Y In (3x 4 2)--1] 
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5. FÜGGYÉNYEGYÜTTHATÓS, LINEÁRIS, MÁSODRENDŰ 
DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


Amint azt már a fejezet bevezető részében említettük, az 
atxjy bbüjybcíx)y — f(x) 
differenciálegyenlet általános megoldása az 
VE Yty 7 egy tézyet Va 


alakban irható fel, ahol yy, és y, a homogén egyenlet egy-egy 
lmeárisan független, ya az inhomogén egyenlet egy partikuláris 
megoldása, c) ÉS cs tetszőleges állandók. A szóban forgó három 
partikuláris megoldás megkeresésére általános módszer nem 
ismeretes. Abban az esetben, ha a homogén egyenlet egy parti- 
kuláris megoldása, például y, ismert, akkor vs. az egy állandó 
variálásának módszerével, vo pedig a két állandó vartálásának 
módszerével meghatározható. 

ookszor alkalmazható a következő módszer is: ha a homogén 
egyenlet y, partikuláris megoldása már ismert, akkor az in- 
homogén egyenletben az yzyiv transzformációt végrehajtva 
hiányos másodrendű egyenletre jutunk (v hiányzik), amit 
legtöbbször meg tudunk oldani. Mind a két módszer hátránya 
az, hogy egyrészt ki kell találm egy partikuláris megoldást, 
másrészt gyakran olyan függvények integrálása válik szük- 
ségessé, amelyek primitív függvénye zárt alakban nem írható 
fel. 

Gyakorló feladatok 


1. Üldjuk meg a következő difflerenciálegyenletet : 
(14-x9jy"txy—p szü. 


Az adott differenciálegyenlet függyényegyütthatós, másodrendű lineáris 
homogén differenciálegyenlet. Helyettesítéssel nem alakítható át állandó 
együtthatósra. Kiséreljük meg egy partikuláris megoldását meghatározni. 
Mivel a homogén differenciálegyenletben xy—y szerepel, ezért az y? 
együtthatójától függetlenül az vy.—x mindig partikuláris megoldás. Azért, 
mert ekkor Yyi— 1, v1—0, és behelyettesítés után azonnal látszik, hogy 
yi. valóban megoldása differenciálegyenletünknek. Az w, ismeretében 
)., az egy állandó variálásának módszerével meghatározható. Legyen 
vsszefxhy metxhr, ahol cÉre) egyelőre ismeretlen függvény. Most 


ys — c (xxt el), 
y2 — c(xix-bgelxk 
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Az eredeti egyenletbe helyettésítve rzt és deriváltjait, 


(t--xD (ej x—Ze(x)) xíc tnx cix)jhj— elyi sz Ü. 


ctx) és deriváltjai szerint rendez ve az egyenletet 


elt) kex (32 — 297 elxybx—x) — 0. 


Ebből 
c íx 


c (ax 7 


3x" 2 


— k(xiLT)Ó 


A bal oldalon könnyen integrálhatunk 


ln Fe ís] 


Jxt1 2 
— — ! ————— (ix. 
[da 11 


A jobb oldalan parciális törtekre bontássai integrálunk. 


342 
xíxt b) -- hp" 


mért a 


Jé 


A .Bx- 


xti] 





Tr" 


JE 


2 


rt 
XxX 


xk 


xi 


3xt42 s A4A(rt31riHxiC)x — (45 Bi" eri A 


azonocssagból 
. 4—2 B5sl, €—4. 
Így 
" ! míxt-hh — 1 1 

In [effxyi 5 —2in xi níixt-h : In ni varr 

ÉS 
l 
e íxz 


ete - [5 


; : 


ix 


x Fat 


EZ ) 
xt Vx:--1 


) dx, 


Az integrál kiszámítása érdekében alkalmazzuk az xz-shr hélyeite- 
sítést. Ekkor dx —ch r dt, és az integrálás könnyen elvégezhető: 


J dx 
xtyx 


aj 


ch 7 dt 


shéz FKshr— 1 


F1--x? 


XL 


] 


di 
shéz 





— 
——- 
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FI-x 
e(x) —————— , 
x 

v, 5 e(x)x ——F1-4 at. 
Az egyenlet állalánös megoldása tehát 

y—- axteV1- st, 
és az F.-ben szereplő nepatív előjelet a cs-be olvasztottuk. 

2. Üldjuk meg az 


$—(2Ig xy 43y — 





€05.X 


differenciálegyenletet. 
. Első megoldás: Az adott másodrendű inhomogén Függvény együtthatós 
lineáris égyenlet homogén része 


Y"—(3:tgx) YR3Y — 0 


Az egyetlen függyényegyüttható trigonometrikus függvény, ezért kísérel- 
jük meg a homogén egyenlet égy partikuláris megoldását is trigoncmet- 
rikus függvény alakjában keresni. 

Legyen például 


Fi — SIN x. 
Ekkor 

Fi — C05X, 

VI — —s$in xx. 


Visszahelyettésítve a differenciálegyenletbe 
—sin x— (2 tg x) cos xtisinx—ű 


valóban teljesül, így y.—sin x megoldása a homogén egyenletnek. (Ha 
a homogén egyenlet egy partikuláris megoldását nem tudjuk meghatározni, 
akkor csak közelítő módszereket vehetünk igénybe. A homogén egyenlet 
egy másik, az y-től lineárisan független partikuláris megoldását az egy 
állandó variálásának módszerévél keressük az 


Y. s elx)sinx 
alakban. Most 


cíix)sin xtceíx cos x, 


zi 
ki 


c ix)sin x 426 (xx) cös x—etlx) sin x. 


e: 
új 


Visszahelvettesítve a homogén egyenletbe, man a efv) függvény és 
derrváltjai szerint rendezve 





. , sin ae 
ct(xdsinx tet) hb 2 cos x—2 1. 
C0s x 


4 e€(x)[— sin x—2sin x-35in x] — Ü. 


A cíx) függvény együtthatója zérus, Így 





: sin x 
c(x)sinx — 26 (x) l a CB ] , 
CÖSX 











c (xx) ) (s X  €08 7) 
ee 0 lcosx o sinxP/ 
Mind a két oldalon intégrálva 
in [e (di — 2(— in leos x1— hin Isin x1]) — 
l 
n—————— — . 
(sin x cos xy 
Ebből 
4 4 


T-TTT 


(sinxcosxó  (Zsinxcosxzó  simt2x 





c" (x) — 


Ismét integrálva 


ig 2x 





c) — 4 [- )--28g2 


a 


Ezt felhasználva a másik partikuláris megoldás 


Ya — cÉxXm s —2ctg 2x:-sin x — 





etttx—1l . cost any 
— — 7 sin x — — ——— SIN xy 
20iÍg ax cos x sín x 
sirt x 
— —€üs x-7- , 
C0sX 


Könnyű belátni, hogy ez az y, valóban megoldása a homogén egyenlétnek. 
Az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldását az V. és Va Meg- 
oldásokból két állandó variálásának módszerével keréssük meg. Legyen 
tehát 
ya — kifxdj tá lx) vs — 





; SInÉx 
— ki(x)sin x1-kelx) [/docrr ) 
C05 XX 
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A £tx) és k.dx) függyények meghatározásához számítsuk ki előbb a 


Wronski-féle determinánst, Mivel 


, szné CO ér 
Fi — SÍN Xx, Fi s —C0Sx- — , 
05 X CÜS XX 








, , , 2 sin x c05txt-sintx 
y4 — COSX, Ys — SÍN X— kr, 
cost xy 

ezért , sin x 
SIAY  —T05 X-- 
COS.X sinix 


H — : s 3 sin xy — 

. santa COST 

cüsx 3sintxit 
cost 








kk 





: ., sintx 
— cosy eginéxe s 1—síImn re 
c 





őst ve 


costx I sint etcostx sin x) l 





. casa cost" 
ami ném lehet Ü. Így 


ú pill 
f(x) Y2l cos 








2 : sm. 
i 3 $ : 
kitaj sz LeOSXx OSI 
ia) fal "E ; 


cöost a 
2—21tgx : 
- ETT elx — 2 f (cos x—síiréx]dx — 


Ccöséy 





SU 2 
— 2fcoszxdx —2 — ki — sin zx, 





sin x ü ! 
Yi Ü :; 





KÜZ A 














ma [EL az [El ah 





cöséx 
"3tex 

- ll dx - fZ2sinxcosxdx — 
1 
08" a 


- f sin 2x dx — — 








cas ár 





A kiszámított függvények felhasználásával 








: : OS 
Va — (sim 2eh sm x — 


. , cos 2x( — costxr sin? x) 
s (s5irk 2xh Sin x— ————————————— — 
2 C0S X 


: ; cost ix san 2x-beost2x 
— (sin 2x) sinxtrz 


i 
(2 COSX 





tn KÉL ———————. . — me 
—— — 


05 XX 2 C08 x 





Így az eredeti differenciálegyenlet általános megoldása 


C05 Tr] l 
-k 








2 €C0ÖsX 


y — cisin x-z  — 
€05 4 


Második megoldás: Az yo—sinx partikuláris megoldás birtokában 
valamivel egyszerűbben juthatunk a célhoz, ha az inhomogén egyenlet 


általános megoldását az 
ysr3iüx 
alakban kéréssük. Ekkor 


, dy  dv , Ea; 
y - — — —snxetetősxz — D öli X-et Cüs5 X, 
dx x 


yo o— sin xte cos XK-br €05 X—p sin x. 


E transzformáció uián a differenciálegyenlet 


v" sin x 4-2 cos x—g sin x—í2igajív Sim x-he cos xj-3v sin x — 


Z 
c08 x 





alakú, és ez összevonás után a 








ma ; sin" ; FA 
vr" amowx-k2$cos x— r - , 
c0s X Cú5 x 
ill, 
v" sin 2Zxtá4v cos 2x — 4 


hiányos, másodrendű differenciálegyenletbe megy át, Mivel v hrányzik, 


legyen 
r— píxi. ekkor v7—p(x) 
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ő a helyettesítés után kapott elsőrendű differenciálégyenlet a következő 
alakú: 


P sin 2x1dpcos2x — 4. 
A 
P sin2xtá4Pcos2Zr——Ü 


homogén egyenlet változói szétválaszthatók: 


dP cos 2x 
—- — — 4 





Pp sin Tax 
és ebből 
In IPI — —2 In isin 2x]-- In e, 


ki 


lm 





sin 2x 
Az inhomogén egyenlet pa partikuláris megoldását 


c(x! 


sin: hg 





Pa — 


alakban keresve 
e tx) sé 2x — cíx)d sin 2x cos dx 
Bi — VT Tr 
sins 2 


és Így visszahelyettesítés után 





c (x) o de(x cos 2x 14 c(x) c0ps 2x 


— 
— 


sin 2x sin: 2x I sin22x 
Ebből 
cíixi — dsin 2x, 
. cíx) —m —2c0s 2x. 
Így 
2 Cs ZXx 
Po Sims ég 
És 
[ej 2 cos 2x 
p— Ptpz ———— 


sintér sintix 
Visszatérve a v változóra 


r 


ű 2 c0s 2x 
1 ma eer— 


sin dx sinzZzx 7 
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ÉS Így 
Fáj 
r s —— etig 2xr--— 2 I. 
2 sin 
Az eredeti differenciálegyenlet általános megoldása tehát 
k fáj (ctg 24) si sin x 
z vsmax — ksinxr—— (ctg 2x) sin x — — 
? fá sin2x 
111. 
. c cos dx 1 
v s Rk SIN X—— :—— mk 


2 2cosx 1co0sx 


C Lal 
Azonnal látszik, hogy ha £—eci És 7 —r,, akkor a két megoldás azonos. 


3. Oldjuk meg a következő differenciálegyenletet : 
xy"—(2xa gy kéx-b ly s xzef", 

Első megoldás: Először ís kíséreljük meg az 
xY"—(2xa IF --éxt1l)FY—0 


homogén egyenlet egy partikuláris megoldását megtalálni. Az együtthatók 
alapján exponenciális függvényre gyanakodhatunk, ugyanis a függvény 
és deriváltjai együtthatóinak összege Ú. Tegyük fel tehát, hogy 


yn ser, ekkor yi— et, HM — e", 


és ez valóban megoldása a homogén egyenletnek. Az egyenlet egy másik 
partikuláris megoldását 


Yz — cÉx) ya — elejet 
alakban keressük. Most 
y1 — C(xjertcije — erle (ax) cí, 
y2 — ele e) rel) er le (1) e (x)). 
Visszahelyettesítve a homogén egyenletbe 
xer(e o) tk fex) elx) —(2x b lherle e) rele) (xpt lel x]es s Ü 
Rendezés után a 
c (x)hx—cii-ü 
egyenlethez jutunk. Ebből 
e (xv) l 





c (x) x" 
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integrálva 

in lete) — In ixj, 
azaz 

c(xi — x, 
Ismét integrálva 


e 
c(x) — — . 
(xx) 2 
Így a másik partikuláris megoldás 
2977 


2 





Ny: s cíxje" — 


A homogén egyenlet általános megoldása tehát 
Yo zzeé"—esxe", 


(A 2-es ösztöt a c, konstansba olvasztottuk be.) 
AZ inhornopgén egyenlet egy partikuláris megoldását a két állandó 
varialásának módszerével az 


Yo — k hx)e rt kedax) ate 


alakban keressük. 
Mivel 


min : — 
ye". y79— MET, 
$X— e", y, — 2xe"—xte" m (x"h2vje", 
e7 xte" 


e" (xta2Zxe" — (x72x)els— xter — 








z fixet z.zü, ha x 70. 


Képleteinket akkor tudjuk használni, ha a differenciálégyenletben 
y együtthatója I. A homogén egyenlet megoldásához erre nem volt szük- 
ség, Hogy y" együtthatója 1 legyen, elosztjuk az egyenlet mind a két oldalát 
x-szel. Ekkor az inhomogenitást okozó függvény 


fix) — xetr, 
A ki(xt függvényt megadó integrál számlálójában 
ú 0 xie" 


— — xi et 
xes (x1-r2gxjer 


z00 


all, igy 


ké ii 1 
k.(x) nil ir dx He -—Íse dx — 


l 
—-—— lez f res dx) — 











xt e" ; ; x 
— — —xer—ferdx — e mix eli., 
2 2 
Hasonlóan 
e" h 
— xet, 
et we 
És ILY 


vet i ] 
dr — —Í e" dx — —e, 
2xe"7 2 J 2 





kefx) 7 ) 
Az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldása tehát 
HF — e" [75 1) er e" x?es — eff(x-1h 
2 2 
az inhomogén egyenlet általános megoldása pedig 
Y — epe" tűaxter—íx— bef. 
Második megoldás: Ha az 
y— ef 
partikuláris megoldás birtokában az inhomogén egyenlet általános meg- 
üldását 
yzett 
alakban keressük, akkor 
Vo — esetet — e"ír —v), 
y — esív Fejrerírő vh, 
és áz éredeti differenciálegyenlet transzformált alakja 
xe" ív" 33 vh—(2x 2 djerív bv)4-íx e djetv so xtetr, 
vagy Tendezés ulán 


xv" —g — xter, 
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A kapott másodrendű differenciálegyenletből v hiányzik, tehát a következő 
helyettesítés célszerű: 


vsz píixi vsz pixh 
Ekkor az 
xp —p — xte", 


elsőrendű inhomogén lineáris differenciálegyenléiet kell megoldanunk. Az 


xP-—-P-a 

homopén egyenlet változói szétválaszthatók. 
dP dx 
PK 


és inlegralás utan 

in [PI] — In Íxi--]n c, 
ilk. 

P — cx. 


Az inhomogén egyenlet 5, partikuláris megoldását 
Pa — cÉx)x 

alakban keresve 
B — cx xrcíx 

Visszahelyettésítés után az 


xletexicfxjl—cíxjx s xter, 
til. a 
cíxi — e" 
egyenlethez jutunk. Ebből 
c(x) — e", 
És Így 
Pu — XET, 
P(x) — extxe", 
Minthogy v — px), ezért 
x: 
t — egtxe— e e. 
Ezt felhasználva a differenciálegyenlet megoldása 
y — etp — epe" Te,xtet s íx— he, 


c 
ahol — — €,. 
2 
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C. MÁSODRENDÚ DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 
KÖZELÍTŐ MEGOLDÁSA HATVÁNYSOROK 
SEGÍTSÉGÉVEL 


I. Az elsőrendü differenciálegyenletek közelítő megoldását 
megadó módszerek közül a hatványsorokkal történő meg- 
oldás másodrendű difflerenciálegyenletre is alkalmazható egyes 
esetekben. Mivel a megoldhatósági feltételek itt már sokkal 
bonyolultabbak, és a megoldás végrehajtásával kapcsolatos 
problémák rendkívül szerteágazóak, ezért csak két egyszerű 
speciális esetet említünk meg. 
Tekintsük a 


d 69044 B lagy 4 Potxy 0 


másodrendű, homogén, lincáris diflerenciálegyenletet, ahol 
FP,, F., P, x polinomjai. 

Előrebocsátunk három elnevezést. Az xz-xg pontot az 
(1) differenciálegyenlet közönséges pontjának nevezzük, ha 
FÁAxo)70. Azt az x—x, pontot, amelyre P(x)z0, a dif- 
ferenciálegyenlet szinguláris pontjának nevezik. Ha x;, a dif- 
ferenciálegyenlet szinguláris pontja, és a differenciálegyenlet 
felírható az 


RK (x) ya Re(x) 


X—X (x— xy" 70 


y -k 


alakban, akkor az x; pont a differenciálegyenlet szabályos 
szinguláris pontja. 
Például a 


89 —32y 4470 
ditferenciálegyenletnek nincs szinguláris pontja, az 
(x—3)y tíxthy-ty-0 


differenciálegyenletnek az x,—3 pont szinguláris, de nem sza- 
bályos szinguláris pontja, az xg— 2 pont az 


(x—]1 év —xthx— hw t-xy 0 
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differenciálegyenlet közönséges pontja, az x,—l pont pedig 
szabályos szinguláris pontja, mert az eredeti egyenlet átírható 


az 
et 


Mei A "xx A R 
MKETT (xpt 
alakba. 
2. Ha az (1) differenciálegyenletnek az xa pont közönséges 
pontja, akkor a ditferenciálegyenlet megoldása 


V(X) — egre (x— Xg) es(x—xgét .. Fe (x— xg)" 


kü 
alakban kereshető. A c, együtthatók az víx), víx) és vy(x) 
kiszámítása és a differenciálegyenletbe való visszahelyettesítése 
után kapott azonosságból határozhatók meg. A megoldás 
ekkor 


y() z A S a(x— xi B E bilx—xg)i 
I17Ű i0ü 


alakú, ahol 4 és B tetszőleges állandók, a hatványsorok egy- 
mástól lineárisan függetlenek és az xg hely környezetében 
koönvergensek. A hatványsorok együtthatóira sok esetben körry- 
nyén felírható rekurziós formulák találhatók. 

Abban a speciális esetben, amikor xg:0, a megoldás x hat- 
ványsoraként írható fel. 

3. Legyen most xy, az (I) ditferenciálegyenlet szabályos 
szinguláris pontja, és csupán arra az esetre szorítkozunk, 
amikor xss0. Ekkor íl) 


R (xI K(Xx) 
ta. F z s £) 
(2) ya HEVE ya xi 
alakú, ahol R(x) és R.(x) x polinomjai. Legyen 
RK Ax 


R 
e g(x x) a fo 2 get gay tg HF... 
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Az (1) dilerenciálegyenlet megoldása most 


FÉXxI - 


Ia: 


xitt — epat pepe times tt. 


alakban kereshető, ahol a c; együtthatókat és az r kitevőt keli 
meghatároznunk. A feltételezett megoldás első és második 
deriváltja 


V(x) — regatr (rk leget dír 4 Dear the. 
v"(x) — rír— Degxrtd4-ír ar Dresxr tr 
tírt2)(r-k lyczxt a... , 


Ha ezt, továbbá ;(x) és g(x) sorát a (2) differenciálegyenletbe 
helyettesítjük, akkor 


rír— heg hír te regx th ír 4 DÉr d )jegít b... -k 


[Rn -t Pa X- erezett ljegxT e ...)-K 


[8 1-get elé azttkeéttk.) 50 
Ez réndezés után az 

[rír— hc pgrég-k geg] 

t [4 Drci-tPalrt Dei --pirco tdycit gebét. ED 


alakra hozható. x valamennyi hatványának együtthatója 
Ó kell hogy legyen, ezért 


[ír 1)1-portalég — 8, 
(r-t 1Dr4-po(rt1)--glatizirtaca — 0, 


és így tovább. Legyen c, az első nem zérus együttható a meg- 
oldás hatványsorában. Ekkor az első egyenletből 


r(ír—1)--port-a 7 0 
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kell hogy legyén. Ezt a másodfokú egyenletet, amelyből a meg- 
oldást jelentő hatványsor legalacsonyabb kitevőjű hatványá- 
nak fokszáma megállapítható, a differenciálegyenlet index- 
egvenletének nevezzük. 

Az indexegyenlet gyökeitől függően :két esetet említünk meg. 

I. eser: ha a két különböző valós gyök különbsége nem egész 
szám, akkor a két gyök alapián az együtthatókra kapott egyen- 
letekből két hatványsor együtthatói számíthatók ki. E két 
hatványsor a (2) egyenlet két lineárisan független partikuláris 
megoldása, és a (2) differenciálegyenlet általános megoldása 
e két megoldás összege: 


v(x) — pi (xX) Fye(x) — xn 2 ex xta 2 box, 
r(—-—Ű — 


ahol a c, és ba együttható szabadon választható. 

2. eset: ha az indexegyenlet két gyöke egyenlő, vagy kü- 
lönbségük egész szám, akkor általában csak egy hatványsor, 
azaz általában csak egy partikuláris megoldás írható fel köz- 
vétlenül az 


vi) — Bent 
I 5 


alakban. Egy másik partikuláris megoldás (I. a kidolgozott 
feladatot) az 


ya(x) — aldlnxr 5 br ti 
rt 


alakban írható fel, ahol a b; együtthatók nem függetlenek 
a c, együtthatóktól, A differencialegyenlet általános megoldása 


píx) — Ayi(x)-t Bve(x). 


ahol A és B tetszőleges állandó. 

Abban a speciális esetben, amikor az indexegyenlet két 
gyökének különbsége egész szám: rj—r, — n, akkor az álta- 
lános megoldás polinom és végtelen sor összege 15 lehet. 
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Gyakorló feladatok 
1. Oldjuk meg a következő differenciálegyenlelet : 
(x5—1)y"-—-2xy edy — 0. 


Mivel x,—Ű a difflerencsálegyenlet közönséges pontja, a megoldás keres- 
hető x hatványsora alakjában, azaz legyen 
yíx) — €gteyx-beat teat te,xtih..., 
ékkoör 
y(ax) — evezés ek Jeg t hár a? th 5ex1-t ..., 
Vx) s Jégtőcsxtil2e,xt tk 20csxt tt 3Üexi-b... . 


Visszahelyettesítünk az eredeti díifférenciálegyenletbe, és a könnyebb 
áttekinthetőség kedvéért az azonos fokszámú tagokat egymás alá írjuk : 


- x x x: x3 x" 
xy 2€s ÓCa I264 
my" m— Ca HE 60 — 12cs, HE Zé HE 30c; 
— 2xy — 2ei — des me. ÚCg — BCs 
— 4y — AC — AC TT des -—- de, ti 304 


Az egyes oszlopokban álló tagoknak (az egyes hatványok együtthatói- 
nak) összege Ő kell, hogy legyen, ezért 


262t4c.— 0, ésebből c. ——2é, 
üCs-HÖCI — ü, ÉS ebből Cz r — ÉL: 


1 
I2e,tőcs — 0, ésebből c, — - 7" — gy 


i ii 
20é, des nk ük, ös ebből Cs — 7 gs — Kék 


30c, — Ü, ésébből c, — €. 
A megoldás néhány tagja most már felírható, 


l 
yíx) — cetek —degxt men beg TT €1x5-HÜxs 4... — 


I 
z c,(1— 263 xt-rt...)t e b-erzta]) . 


A megoklás csak kis abszolút értékű x-ek esétében ad elfogadható 
közelítést. 
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Z. Határozzuk meg a következő diflerenciálegyenlet általános meg- 
oldását: 


(2x1--1hy3-3xy —3y — 0. 
Mivel a differenciálegyenletben 3xwy—3y — Xxry—y) szerepel, ezért 
azonnal látszik, hogy y—x partikuláris megoldás. A végtelen sorokkal 


történő megoldás gyakorlása érdekében azonban az alábbi megoldást 
választjuk. 


A diflerenciálegyenletnek az xs—Ű pont közönséges pontja, ezért a meg- 
oldás kereshetó 


yik) — b CrX 
krü 
alakban. Ekkor 
yW)- E kepe), 
kad 
yíx) — b kík—Texotet, 
mg 
A differenciálegyenletbe visszahelyettesítve 
(28-41) $ k(k—Nexxt et r3x E kend —3 F eat eü. 
k-z kri kzü 
A műveletek elvégzése után 


F 2k(k—Denxt a E kíkDenxte tá E 3ke.xt— 
kK53 kzt Emil 


— ba de.x" s 


x" együtthatóját megkapjuk, ha a bal oldal első, harmadik és negyedik 
tagjában £ helyébe x-t, a második tagban k helyébe (n-1-3)-t írunk, mert 
k—2 - n. Ezt elvégezve x" együtthatója 


2(r— 1)ec,-tín2(n-t DE, vat 3nc— 3e, , 
111. összevonás után 
(t-42j(nt 1)en azt (28 kn 3) én 


alakú. Ennek értéke Ú kell, hogy legyen, hiszen az egyenlet homogén volt, 
és Így a következő rekurziós formulát kapjuk 


. (nt 3)(r— 1) 
(r-H 2) (7-1) 


ÉCns4 — pi": 
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n helyébe a természetes számokat helyettesítve, a hatványsor együtthatói 
rendre meégkaphatók. Például 


—3 3 
ha 37: 0, akkor az-z-rtezr tn 

53:Ű 
ha a7— 1. akkor s-—gzyart 

7:1 f? 3 fi 
ha n- 2, akkar Ca na tn at mege 


Látszik, hogy minden páratlan indexű együttható zérus lesz, mert cy—0. 
Ha n-4d, akkar 


11-3 11 Fi 17 
NÉ "SEL ÉKÉNÉET TT (a) 7 gat 
Megmutatható, 
ha n" — 2m—2, akkor 
37-11: ...(4m— 1) 


mnE — ]y"ri Cn. 
mm s (b One" 





Differenciálegyenletünk megoldása tehát így írható fel: 


ma (—gytt 3-1... (4r— 1) re] 
FŰ) — e1XT ég b TE FEEETTT x"f. 


Vegyük észre, hogy az yy—x partikuláris megoldást így is megkaptuk. 
Hányadoskritérium segítségével igazolható, hogy a megoldás minden 
véges x-re koönyveérgerns. 


3. Határozzuk meg az 
(x2—2xt Hy -2(x-I)y —0 


differenciálegyenlet megoldását x—:1 hely környezetében. 
Mivel az x—1 pont a differenciálegyenlet közönséges pontja, ezért 
a mépoldás 


ya) z E erb 


alakban kereshető. Az egyszerűbb számítás érdekében alkalmazzuk 
a v— x—i] helyettesítést. Ekkor x?t:—3x-t2 — v?-t1, és dítférenciál- 
egyenletünk 


(vtt-hhy"r-2uy —ű, 
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alakú. A vessző most a v változó szerinti differenciálást is jelentheti, hiszen 
dy  dy dx ; ; . .r : 

— —- —: Sz v:] — y, A differenciálegyenlet megoldását most az 

ív dx do 


vínz § ev 
kzű 
alakban kereshetjük. A deriváltak 


yívj— Z ceket, 
k-ü 


y" ív) e E c.ktk-1ete2, 


A szumimációs indexeket egységesen A —€-tól futtatjuk, noha tudjuk, hogy 
a második esetben csak 4 — 1-től, a harmadik esetben csak x — 2-től kapunk 
0-tól különböző együtthatót. 
Ha ezeket a differenciálégyenletbe visszahelyettesítjük, akkor 
Gt) F c.kík—Vot-tagy E eket! — (, 
knü k-ü 
iii. 
F kík—desrte P k(k—Dexeteta E 2kevvő s 0. 

k-Ü kmú kzt 
v" együtthatója 

n(n— le, -4t(r- zért Dér Ére, 
Ez zérus kell, hogy légyén és így 
nin 1) o FI 


———— —— — c, ————— c, 
írr-- 2)(n 7-1) nt 
Ha n—ű, akkor 


Énrt — 


€. s Ú-c4 — Ű, 


és ebből következik, hogy valamennyi páros indexű együttható zérus. 





1 
Ha 1 — 1, akkar ces seen 

3 3 1 1 
ha na 3, akkor esz-zta. —gib 7 azt 
ha nr — 2m—1, akkor 

(2m—1(2m— 3)...1 

Csmai — (— 1)" EE c -(—-Iy" . 
ima FÁT em BG TE Ta 
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Így a megoldás 


Ér 41 





— " —m ]! — - — 
y(v) Co tti 2 A J ang] 
vo aa op? piti 
— E rar —.—— 4f-n 1" — 1 na ik 
ült [ jeg tete err] 


Vegyük észre, hogy a szögletes zárójelben arctgv hatványsora áll, és így 
y(r) — c. e arcig n. 

Ha visszatérünk az erédeti változóra, akkor a megoldás 
yíx) — cette arctg (x— 1). 


Megjegyzés. Differenciálegyenletünk egyszerűen egzakt úlon 183 meg- 
oldható, Ugyanis 
YT z(x-— 1 
TNNÉTSET TE 
ill. integrálva 


in v — —ln ((x—1V-41]-6- Ín é. 
Ebböl 


€1 
í(x— 1417 


hr 


F 


és Így 
y — ey arcig(x—113- és. 
4. Öldjuk meg a 
jaty"4x(x—5jytőyzü 


differenciálegyenletet az x—0 hely közelében. — i i . 
A. differenciálegyenletnek az x,—0 pont szinguláris portja, dé mivel 
az egyenlet felírható az 
l x—5 ]l 5 
"pay 4r—- 0 
jé 3 x y 3 x: 


álakban, ezért az xyzü pont szabályos szinguláris pont. Esetünkben 
5 5 


Pa a da 


3 3 


ZT? 


Ha a differenciálegyeület megoldását 
yedz Fett 
izű 


alakban kéréssük, akkor a deriváltak 


4 


y()z ; , térjen te 


yYűx) 2, (ré kr— Texte 
És ezeket az eredett differenciálegyenletbe helyettesítve 
2 3(7--rjlibr— ije,x" tt ba (ék rje,xrtt tt o 
ur Izú 
— E SGadeartik E 5extt 0. 
i-$ i5Üü 
Az indexegyenlet most 
r—D 5 vi 5 o 
rír—11h——r3— —(Ű, 
3 3 


1. rendezés után 
3r: -8r-.5 — (3r—5j(r—1) —0 


a 
alakú. Gyöükei r,—], Fr. — 7. A gyökök különbsége nem egész, tehát az 


első csettel van dolgunk. 
Ha r,— 1, akkor az együtthatókra kapott egyenlet 


Z 364 Diexítta E (4 Dexatt e 


— 5 F (fr Dhe,xtt14-5 F cxt!z Ű. 
is Üü Ín§ 
Az x" hatvány együtthatója 
3k (A — Vér -1 ték — 1h9E€4-2—5£őxk-it ő ékét z Ü, 
(34—544k—1)ex-i ——1k—1jér-s 


alakú, és ebből 
l 


3k— 5 


Ck-L — Én-t e 
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Az első néhány együttható : 
1 
Ha k:--2 akkor c 7-g 





mg ez 
ha 4: 3, akk ! : 
— -s űj — — Ügy 
, ÜI Ci 9-5 1 4 ü 
l l 


Cú e 


ha 4-4, akkor €—— TIR é 7 TTa 


és így tovább, 


—-1y-t 
ba k—n akkor c, —- Liszt 


————————— mr r—  —őr . . ni 
1-4-7-...(3n—5) " 


Az r—1 értékhez tartozó hatványsor tehát 


l i 
z 1—x4— x?— — xx rt... f- 
yt) csx( Xx-k 2 x 4.7 ) 


mm  (—-gj 
7 taxkev 2 T37. ...6k—-5) 


5 
Ha r, — 7. akkor az együtthatókra kapott egyenlet 


zi - 5 ni § 
ölpbdbe gebe 


ém 5 ——b 
—-—5 2 ez] Zao 
3 izű 


Az x" hatvány együtthatója 


34k 7 k42 Jar -145] — 
bt 3 k 3 k-kt 


a 
-s [erzese z0 


kell, hogy legyen, és ebből 
í 
Ég 3k €xn-L- 
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Az első néhány együttható: 











1 
Ha kk — li, akkor a 5— gt 
1 l 1 I 
ha £ —32 akkor €5——— e — —-— fp — —  €x, 
6 6 3 237 
ha £- 3, akk ] 
a sz 3, akkát €, m—— üz —— Cg E 
i gy " 3 2.3" 
Hi 1 
NÉNETE ÉG 
és így tovább, 
-1iY 
ha £ — 3 akkor e 7. ) Üg. 
3" ni 


Miveéi éz a cg nem azonos az élső sor előző együtthatójával, ezért jelöljük 
Parlal, és így 


EI a (-1Y 
var) — txt [1 E ) ve] 





mi 3 "er! 


A differenciálegyenlet általános megoldása 


yix) — yi(x) t-vel) — 
ja (— lt 


— egíte me —— 6: -k 
etes TET 8K5) 


E( a (1 
a, f-3 k 
e b4Xx 1, jei x ) . 


A hányadoskritérium segítségével igazolható, hogy a iegoldás minden 
véges x-re könvergens. 





5. Határozzuk meg az 
(xx —(éxtóly —4y— 0 


differenciálegyenlet megoidását az x—ü pont közelében. 
Az x, —Ű pont a diferenciálegyenlet szabályos szinguláris pontja, hiszen 
az egyenlet átalakítva 


me őt ; 
GED" an an Tt" 


5--2x Ax 


nr gk 


— s ie 5 vV—-— ye 
y xx1rn?" ex) 


z60 


alakú, Ezért a differenciálegyenlet megoldása kereshető az 
ye) — Feszt 
izű 
alakban. A deriváltak 


y (x) — E ürrjeaxi te 


iub 
ve) — E argar—Negaitre, 
íz 
Bélelyetiesítve a difflerenciálegyenletbe 


y (1--r(i tr — lje,xít" ba (fert r— 1 e,xi tr 71 — 
izú 1-ü 


- E Verje E Sa rjeztti E decAAttho 
Ha 7—ü, akkor az indexegyenlet 
rír—1)—5r 5 Úú 
és ennek gyöüket 
r :5ü, r.— 6. 
A gyökök különbsége egész szám. Legyen r—r,—0. Ekkor x" együtthatója 
kí(k—DentíikHT)kers1— 2ken— 5(k rt D)exs1— Hg 
alakú, és ez Ú kell hogy legyen. Rendezés után 


(kt 11(k—5)éksi s —ík 4 hr — 4) e, 





és éhből 
X—4 

Ügy ET k5 Ú - 
—4 4 

Ha kk —-Ű, akkár a sgt tes 
—3 3 

ha £ — 1, akkar n--zgazz tn 

ha £—- 2, akkor ce zt eg, 
— 3 5 
—-1 1 

ha £ — 3, akkar az mats gep 
Ü 

ha 4k—4, akkor 66 gazű. 


Z81 


A. következő együtthatót a rendezés előtti 
(Rk — Sr et 5 —1k— 4 é 


egyenletből számítjuk ki. 
Ha k-—5, akkor 


Ü-Cy —— ty —- 0. 
Ez azt rlenti, hogy c, szabadon választható meg. 


—— 


6—5 





Ha 4-6 akkor c, —-— Ce — —(6—4)c, 


7-4 
ha k-7, akkor cp5—— er — (1—djes, 


HI. általában 
ba Xs, akkor c... 7 (—IVtT(k-de,. 
Két partikuláris megoldást ís kaphatunk, mégpedig az 


(r1 — 0411 er 2 2 1 A 
pldlultd kizár suli sistánár eudtulr áll § 


val) 7 cslxta E (— Mk 5) 


megoldásokat. Az általános megoldás pedig azt - A és c, — B jelöléssel : 


y(x) — A(5—4x-43x1—2xt4 x0)4Blet4 E (—1(k—xé, 
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KÖZÖNSÉGES 
DIFFERENCIÁLEGYENLET- 
RENDSZEREK 


Közönséges differenciálegyenlet-rendszert kapunk akkor, ha 
az egy független változáótól (jelölje £) füzsgő több függvény 
meghatározására olyan egyenletrendszert tudunk felírni, amely 
a független változót, a függvényeket és ezek (ír szerint vett) 
deriváltjait tartalmazza. A differenciálegyenlet-rendszerek meg- 
oldása hasonlóságot mutat az algebrat egyenletrendszerek 
megoldásához. 

A következőkben csak a legegyszerűbb differenciálégyenlet- 
rendszerek, mégpedig elsőrendű, lineáris, állandó együtthatós 
differenciálegyenlet-rendszerek megoldására szorítkozunk. 


A könnyebb írásmód kedvéért bevezetjük as — B operátor 


segítségével a 


dx dy dz 
ay - DB zg By a B 
TX ha dy a dz ng 
az zDn gin ga b 
jelöléseket. Ezek segítségével például a 
döx  dy 
get gye xy — e 
egyenlet a 


2(D2—9)xt(D-N)y se 


alakban írható fel. A D operátor definíciója alapján könnyen 
be lehet látni, hogy a D operátorral formálisan úgy szabad 
számolni, mintha az szám volna. Így például 


d E) d:x 


ir . — —j— hi zs — 
PxzDD-gia] ge 
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ELSŐRENDŰ LINEÁRIS ÁLLANDÓ 
EGYÜTTHATÓS DIFFERENCIÁLEGYENLET- 
RENDSZEREK 


A. KÉT ISMERETLEN FÜGGYÉNYT TARTALMAZÓ 
RENDSZEREK 


A két ismeretlen függvényt tartalmazó és két egyenletből álló 
elsőrendű állandó együtthatós difierenciálegyenlet-rendszer 
általános alakja 


kepe ep — A1(), 

üm(D)x tap (D)y — fe(i) 

ahol az az(£H) együtthatók a D operátort legfeljebb első hat- 
ványort tartalmazzák. Ilyen egyenletrendszei például a 


Cordei (D—hy-€, 
(D3-3)jx- yz0 
egyenletrendszer. 

Az egyenletrendszer megoldása — az algebrai égyenletrend- 
szerek megoldásához hasonlóan — történhet például valamely 
változónak a kiküszöbölésével helyettesítés útján, vagy az 
állandó együtthatók módszere útján, de történhet a €Cramér- 
szabállyal is. 

A differenciálegyenlet-rendszer általános megoldásában sze- 
replő tetszőleges állandók száma egyenlő az egyenletrendszer 
determinánsának, a 


ant agiB) 
aatD)  axib) 


determinánsnak kifejtésében szereplő D fokszámával. Ha 
4A-0, akkor az egyenletrendszernek nincs egyértelmű meg- 
oldása. Ezzel az esettel nem foglalkozunk. 

Megjegyezzük, hogy az elsőrendű lineáris differenciál- 
egyenlet-rendszer gyakran vezet másodrendű  differenciál- 
egyenlet megoldásához. 
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Gyakorló feladatok 
1. Öldjuk meg a kövétkező differenciálegyenlet-rendszert : 
2x 4y—4x—yse 
§ X- 3x-ty — Ü. 
A D operátor segítségével az egyenletrendszer így is felírható : 
2(3—29x1(D-1I)y se 
( (D-4F-3)x-t y —(. 
Első megoldás: Ha a második egyenletet differenciáljuk, akkor 
DPxt3BxtDy —(, 


és ezt az egyenletet a feltételezett xír), yír) megoldás kielégíti. Egyenlet- 
rendszerünk helyébe tehát a 


2Dx— 4x1Dy—-y — é, 
Dx1t3xty — íj, 
Dxt3Dx4-Dy —0 
egyenletrendszer léphet. Ebből azonban az y függvényt tartalmazó vala- 
mennyi tag könnyen kiküszöbölhető, ha az első egyenletet (—1)-gyel, 
a másodikat (—11-gyel megszorozzuk és a harmadikhoz adiuk. Így a 
xtxsz-ce 


másodrendű állandó együtthatós inhomogén lineáris differenciálegyenlet- 
hez jutunk, amely a szokott módon megoldható. Az 


X"41X70 
homogén rész általános megoldása 
X — c c057-be, sin f, 
az inhomogén rész partikuláris megoldása (a próbaföggvény módszerével) 
pedig 
Eg szmzdi "i 
Így differenciálegyenlet-rendszerünk egyik megoldásfüggvénye 
l 
xíZ) — c, c0s 2 4- c, sin 1 e". 
ÁZ egyenletrendszer második egyenletéből 
y —íDt3jx —-——Dx—3x. 
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A már kiszámított x függvényt és deriváltját ide behelyettesítve 


, ] 
xy --[-e sin r-t escost— et] - 


l 
— 3 [dcosre simre] , 


azaz 
y - (c0—3ésin f—(3dér tes) cos tt2et, 


Ezzel megkaptuk a második függvényt ís. A két függvény együtt alkotja 
az általános megoldást. 

Második meroldás: Annak érdekében, hogy az adott égyenletrendszer- 
ből valamelyik ismeretlen függvényt kiküszöböljük, eljárhatunk az egyenlő 
együtthatók módszerével is. Például y kiküszöbölése érdekében a második 
egyenletet (D—11-gyel megszörözzuk és kivonjuk az elsőből. (Ismételten 
megjegyezzük, hogy a (D—-1)-gyel való formális szorzás valójában egy 
operátor alkalrnazását ielenti az első egyenletre.) 


[£2D—-4)—(D-3-3(D-—-1yx — et, 
(DEgdjx — —et, 


és ez pontosan megegyezik áz előző megoldásban kapott másodrendű 
diflerénciálégyenlettel, amit már mégoldottunk. 

Harmadik megoldás; A Cramer-szabály szerini eljárva, egyértelmű 
megoldása akkor van az egyenletrendszerüek, ha az egyenletrendszer 
determinánsa nem zérts. Mivel 


2(D-2) D-I 


z —(M8?i31l z(, 
D-4t3 1 ) 








ezért egyértelmű megoldás van, és az két tetszőleges állandót fog tartal- 
mazni, (D foka a kifejtés után 2.) A mégoldás a Cramer-szabály szérint 


2(D-2) D-I e D-I 
D-43 1 ü 1 " 








azaz a detérminánsok kifejtése után 


— (514 11x — e, 
ill. 





2(D-2) D-II  (2(D-2) e 
DP4t3 I .Í] Baz 0 





vagyis a determinánsok kifejtése után (De"— e" 


a (Dt-Dy — det, 


L88 


Az első másodrendü egyenlet megoldása — amint azt már láttuk — 


. l 
xír]) s €) C08f-Tt űz 5n1—— ef. 
e 


A 
Dyty ——4é 


másodrendű állandó együtthatós, inhomogén differenciálegyenlet homogén 
TÉSZE 

Y"3r-—úü, 
ennek megoldása 

FF — c, c0sf-kc, SII f. 


Az inhomogén egyenlet y, partikuláris megoldását a próbafüggvény mód- 
szerével meghatározva 


IF — 2e 
igy az általános megoldás 
Y- Fty— c.cosrreuin tte, 


Az egyenletrendszer déterminánsa szerint csak két szabadon választható 
konstans lehet, ezért c, és c, nem függétlen e4-től és €s-től. Az összefüggés 
megállapítása érdekében helyettesítsük be a megoldásokat például a má- 
sodik egyenletbe. Ekkor 

(cet3c,-tes) cos r-(3c,—e,—é)sin if s ü, 
amt csak úgy lehetséges, ha 


Cat 3cr tea — ő, 
304—€14é, — Ü. 


A két egyeénlétből 
Cs — —íjeités, Cs ép—Bűs, 
ez pedig pontosan megegyezik az első megoldásban kapott együtthatókkal, 
2. Üldjuk meg a 
(D-1)xit Dy - 2ídi, 
lap t1)x-2By — f 


differenciálegyenlet-rendszert! 
Ha az első egyenlet kétszeresét kivonjuk a második egyenletből, akkor 


ix ——31—2. 


2839 


(Figyeljük még, hogy közönséges első fokú egyenletet kaptunk!) Az egyen- 


A Cramer-szabály alanián az első ismeretlen függvényre a 
létből .x kifejezhető : yY pi ggvény 


z2anr 2íh-3 
2 A-X zzz 0-2) 


xm—i— COST 5-1 
differenciálegyenlet írható fel. A jobb öldalön a determináns kifejtése 


Ha ezt az első egyenletbe visszahelyettesítjük és belőle Dy-t kifejezzük, és a D operátor alkalmazása után ez a 


akkar 
2 j —D"2-t16D 4H5)x — 20081—2sinr—2s5inf—d cost, 
Dy -—0-D[--5] zi 7 il. a 
3x"-l6xtőx — 2c0s51 


a tere ans ert. alakban írható fel. A 

3 3 
3473táxXY4-5Y—0 
Felhasználtuk, hogy Dr— 1. Integrálva 
hornögén egyenlet karakterisztikus egyenleté 


3? 4 

y-t tte 3423416435 —ú, 

A differenciálegyenlet-rendszer általános megoldása tehát ennek gyükei 
2 h——-——, 425 —5, 

xX — íz a 3 
: 4 €s igy a homogén egyenlet általános megoldása 
£ É 

F—- man -hH— Tr. st 
z 3 X he Ce a - ett 


A megoldásban valóban csak egy állandó szerepelhet, mert az egyenlet- 
rendszer determinársa 


B-1 DB 
z03r1 25 
és ebben D az első hatványon fordul elő. 


Az inhömogén egyenlet xx, partikuláris megoldását a próbafüggvény máód- 
szerével 


— 715:—20h—235B CD -—3B, xa s A cosr-k Bsint 


— 
an 








alakban kereshetjük, Ekkor 


x, s — Asin r- Heos tr, 
3. Haátárózzuk még a 


(D—-31x-2(D4 Hy — 2s5inr, 
XD-HDxt (D-Ty— cost €s ezt az inhomogén egyenletbe helyettesítve 


7- -- ELH — sin! — 54. 
differenciálegyenlet-rendszer általános megoldását! 68424) cos ra i28— 164) sín !— 2 cos! 
Az egyenletrendszer déterminánsa Ez csak úgy lehetséges, ha 


xi -—-Acosr—Bsint, 


D-—-3 2(í(D72 — 3 - — 
c (D3.2) — D-4D-3.3—4(Dt413D12) — 168224 —2, és 28-1I64 — 0). 
apr) 5D-I Az egyenletrendszert megoldva 
— —389-165—5 s 0, ] g 
és az általános megoldásban két független állandó szerepel. 4 65. B — 657 
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Így az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldása 
l , 
Xg — Ez (c0s7—Bsinf], 
általános mégöoldása pedig 
-[ 1 
x z Xtt-xp— Che §? LÉT (8 sin r-- cost). 


Ez a differenciálegyenlet-rendszerünknek eleget tevő első függvény. A má- 
sodik függvényre a Cramer-szabály alanján a 
h-—-3 2Zsnr 
2(D-—-1h  cosr[/ 
ili. kifejtés után a 


Áey 


—(3Dt-t 16D-4-5)y — —5iín 1—3 cos r—d4 cos 7—d sin 
differenciálegyenlet írható fel, Összevonás után 
3y"--dlúvy 4-5y — 5 sin £--7 cost. 


A. homogén egyenlet megoldása, amint azt az előbb már láttuk, 


É 


FyY — Cse a 1 Get, 


Az inhomogén egyenlet egy partikuláris mégoldását kereshetjük a próba- 
függvény módszerével. Ha 


yo — A4AcostrBsint, 


akkor (felhasználva az előzőekben már kiszámított deriváltakat) a vissza: 
helyettesítés után 


(I68-4-24A) cos 1—(28—-164Adsinr s 5sin 147 cos, 
Ez csak úgy állhat fenn, ha 
165--24 — 7, 25§-—-I]64 5. 


áz egyenletrendszert mepoldva 
33 61 


rar 
e ee 


I30 4307 
és Így 


1 
sz —-— sin 2—33cöosr)h 
Va 130 ő! im£—33c0sr) 
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Az általános megoldás pedig 
E 


MEL 1 
y— Yty— Ce? t Ce Trggé6] sinr—33c0s5r). 


Mivel a d determinánsban D foka 2, ezért csak két tétszölezes állandó 
lehet az általános megoldásbar. A €), Cs, Cs és C, állandók közötti össze- 
függések kiderítése érdekében helyettesítsük a kapott megoldásokat például 
a második egyenletbe, akkor 


4 4 -— 
6 0-7 c) e §3(—8C€—6Cjertt — 0. 


Ez csak úgy lehetséges, ha a zárójelekben zérus áj, és Így 


4 
Cs — a... LA 7— gr 


Ezek alapján 
-£ 4 I . 
y—- Ce 7 Ce t go tő] s1n7—33c0s57), 


és ezzel a megoldást befejeztük, 


B. HÁROM ISMERETLEN FÜGGYÉNYT 
TÁRTÁLMÁAZÓ RENDSZEREK 


A három ismeretlen függvényt tartalmazó és három differen- 
ciálegyenletből álló elsőrendű, lineáris, állandó együtthatós 
differenciálegyenlet-rendszer általános alakja 


an (Ddx-h ap (Dhy tai bjz sz A(th 
ag (D)x Hao (Dy-t a (Djz — fott) 
aa (D)x - as (D)yt as (D)z — falt), 


ahol az ap(D) együtthatók a D operátort legfeljebb első hat- 
ványon tartalmazzák. Az egyenletrendszer megoldása az előző 
fejezetben leírt módszerek valamelyikével történhet. 

Itt is érvényes az a tétel, hogy a differenciálegyenlet-rendszer 
általános megoldásában pontosan annyi tetszőleges állandó 
szerepelhet, amekkora az egyenletrendszer 4 determinánsának 
a kifejtésében a D fokszáma. 
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(Gryakortó fetadat 
Határozzuk meg a 


Bx--(Dt1jy 1, 
(13 2)x —(f—lijz sel, 
102 1)y-(D--3)z sű 


li 


dilferenciálegyenlet általános megotdását. 

Az egyenletremiszer eléggé speciális, ezért nem érdemes a Üramer- 
szabályt használni. 

Ha az első egyenletből kivonjuk a harmadikat, akkor 


Dx—(D7331z — IT, 


cbből! y hiányzik. Ha most a második egyenletre a 3, az előbb kanott 
(negyedik) egyerletre a 3-2 operátort alkalrnazzuk, és a két egyenletet 
kívoniuk egymásból, akkor 


ÖDrtdiz  —7, 
üi]. 
Sz d-dz-: 2 - ü. 
Ez az elsőrendű lineáris inhomogén ditferenciálegyenlet már csak a z 


függyényt tartalmazza. 
Az egyenlet változói szétválaszthatók 





tíz 2 
— — — dr. 
231 5 
Integrálás után 
Í 2 
— In IZz3 II — —— £ 3-ce, 
2 5 


és ebből 
--7t 
Z Ce na — 


Az egyenletrendszer harmadik egyenletéből 
(D-t1liy ——(B142)z, 


és ha ide a kiszámított z függvényt behelyettesítjük, akkor 
4 -4, A, 
(D--1)y — 7 Ci " a2CG e " 41 
11 


a 
—. 


Ő - 
Yigy 7 1——7 €re j 
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A kapott egyenlet elsőrendű, lineáris, inhomogén differenciálegyenlet. Az 
Yrr:0 

homogén rész általános megoldása 
Y — Cseh 


Az inhomogén egyenlet partikuláris megoldását a próbafüggvény máód- 
szerével kereshetjük. Ha 


L, 
B 


d 
-—r 4 - 
Va — Ag " HB akkor - Ae ;, 
és ezeket visszahelyettesítve 
4 a 6  .4£ 
[444 e 1 1Be 1—— Üe 57. 
5 A 


Ez csak úgy lehetseges, ha 
4 —-6C,, B—1. 


ij] 
gy 4, 
Yo ——bÜ eg " 4-1, 
és az általános megoldás , 


v—- Ytyo— Ce őCe " I. 


A harmadik függvény meghatározása érdekében helyettesítsük az 
egyenletrendszer első egyenlétébe a most kiszámított y függvényt: 


hH) mé 
Dx— 1—(b41)y— 7 Ce ho 
Ebből integrálással 


x --—Ge " (a. 


Minthogy az egyenletrendszer 
D B-Il ui 
4AziD42 Ü -(5—1)] ——-(65Bt4954-4 
Ü D--1 DB-r2 


determinánsában D foka 2, ezért az egyenletrendszer általános megoldá- 
sában pontosan két tetszőleges könstans lehet. A mi meégoldásunkban 
három van, valamelyik nem független a többitől. Önkényes és helytelen 
volna például a legutoljára kapott €, konstanst elhagyni. Az állandók 
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közötti összefüggés kiderítése érdekében helyettesítsük be a kapott Ítgg- 
vényeket például a második egyenletbe. Ekkor 


6 e -2, 
[8 5 —3€,e 5 20] - 

d A 1 A 
-[-56e "477Ge r"] — I, 


3 
és éz csak úgy lehetséges, ha Cs 5 7 Kiderült, hogy nincs Ugyan össze- 


függés az állandók között, de €C), nem válasziható meg tetszőlegeseri. 
A differenciálegyenlet-rendszer megoldása tehát az 
3 3 2, 


x—-——-—t€ e? , 


4 2 


4 
y sz 1—0€0e " 4 Czet, 


1 -br 


z s —— 30 e ? 
a 1 


függvényhármas, 
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FARCIALIO 
DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


I. ELSŐRENDŰ PARCIÁLIS 
DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


Etsőrendű parciális differenciálégyénlétnek nevezzük azt a 
függvénykapcsolatot, amely a független változók (x, v, z, ...), 
az ezektől függő ismeretlen függvény (w), és ennek az előbbi 
független változók szerinti elsőrendű parciális deriváltjai kö- 
zött összefüggést határoz meg. Általános alakja 


du du AH 
r Za srra Ha, Ax" ETTE Hz" "1 — 0. 


Ebben a könyvben legtöbbször csak kétváltozós függyé- 
nyekre vonatkozó parciális differenciálegyenletekkel fogunk 
foglalkozni. Az egyszerűbb írásmód érdekében vezessük be a 


du dt 
ax B öv 7 


jelöléseket. A kétváltozós uíx, v) függvényre vonatkozó első- 
rendű, parciális differenciálegyenlet általános alakja tehát 


fex, y, u, p,a17 0. 


Az fíx, v, 6, p,gjy—0 differenciálegyénlet megoldása az 
a kétváltozós függvény, amely deriváltjaival együtt kielégíti 
a differenciálegyénleteket. 
Például az 
uix, y) — axtbytattabtb 
függvény, amelyben a és b tetszőleges állandók, megoldása az 


u — pxágyipótpgt-gő 
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difterenciálegyenletnek, men 


d du 


B" 8: 1-gy b 


és ezeket az egyenlet jobb oldalába helyettesítve az 


BP — 


ax -byt att abi b: 


kiejezést kapjuk, ami valóban egyenlő az w függvénnyel. 
Mivel a megoldásban szabadon választott állandók szerepel- 
nek, de tetszőleges függvények rem, ezért ez a megoldás a dif- 
ferenciálegyenlet teljes megoldása. 


A. ELSŐRENDŰ KVYÁZILINEÁRIS PARCIÁLIS 
DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


A két független változót tartalmazó elsőrendű parciális dif- 
ferenciálégyenletet kvázífineárisnak nevezzük, ha felírható a 


di 


Ex 


04 
i]1. 
(hd  ?p4tda—R 


alakban, ahol P, 9 és R az x és v független és az u függő 
változó függvényei Fel kell tennünk, hogy P, 7 és R vala- 
milyen meghatározott térrészben a deriváltjaikkal együtt 
folytonosak és P?-3- 02-70, 

A  differenciálegyenlet az értelmezési tartomány minden 
pontjához két irányt rendel és ezzel két iránymezőt határoz 
meg. A differenciálegyenletet megoldani annyit jelent, mint 
megkeresni mindazokat a kétváltozós függvényeket, amelyek 
a  differenciálegyenletet kielégítik. Ezek geometriailag egy 
felületsereget (integrálfelületet) jelentenek. Be lehet látni, hogy 
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a, megoldást azok a felületek jelentik, amelyeknek minden pont- 
jában az érintősik tartalmazza a differenciálegyenlet által meg- 
határozott irányokat. 

A differenciálegyenlet általános megoldása teiszőleges függ- 
vényeket tartalmaz, teljes megoldása két tetszőleges állandót. 

A kezdeti feltételeket most annak a görbének az egyenletével 
szokás megadni, melyen a kiszemelt integrálfelületnek át kell 
haladnia. 

1. Ha az (1) egyenletben P-ű vagy 0-0, akkor az egyenlet 
egyetlen integrálással könnyén megoldhatá. 

Például a 


OU 
dx 


difflerenciálegyenlet általános megoldása 


— 2x-t3y 


u xb 3xytely), 
ahol gfv) tetszőleges (csak y-tól függő) függvény. 

2. Ha F-O, 070, R-Ú, akkor — amint azt Lagrangé meg- 
mutatta — az (1) parciális differenciálegyenlet megoldása 
visszavezethető a 

dx  dy du 
D SzG TR 

P ű R 
közönséges  differenciálegyenlet-rendszer megoldására (Lap- 
range-féle rendszer). Az egyenletrendszer megoldása általában 
úgy történik, hogy a három felírható egyenletből alkalmas ren- 
dezéssel két integrálható változatot keresünk. Adott esetben 
a második egyenlet megoldásához felhasználhatjuk az első 
egyenlet megoldását. Az (1) egyenlet általános megoldása fel- 
írható az 

Fív,w:-Ú 
alakban (F tetszőleges függvény), ahol 

v—-víx,y,u—-a w-wix,y uj b 


a (2) egyenletrendszer két független megoldása (a és b tetsző- 
leges állandó), továbbá v és w legalább egyike tartalmazza u-t. 


3ül 


Ha víx, v, 4j—a és nix, y, uj—b két független megoldása 
a (2) egyenletrendszernek, és a és ő két szabadon választott, 
egymástól független állandó, akkor a 


b — wi ő 


kifejezést az (1) difierenciálegyenlet teljes megoldásának 
nevezik. 

A teljes megoldás geometriai jelentése egy kétparaméteres 
felületsereg (esetünkben paraméterei x és 8), amelynek — amint 
az igazolható — mincs burkoló felülete, hiszen a tetszőleges 
állandók lineáris kapcsolatban állnak a v és w megoldásokkal. 
Égy az a és f állandók között fennálló kapcsolat megadásával, 
például a §— f(x) függvény megadásával, a felületseregből 
kiválasztható egy olyan egyparaméteres felületsereg, amelynek 
van burkoló felülete, és ennek egyenlete a 


v — wit híw), 
b wir te) 


egyénletrendszerből számítható ki. 

3. Hasonló módon oldhatók meg a kettőnél több független 
változót tartalmazó függvényekre felirt, elsőrendű, lineáris, 
parciális differenciálegyenletek 15. 


Gyakorló feladatok 


1. Keressük meg azokat az w(x, y) függvényeket, amelyek eleget tesznek a 


1?) 

— — 1] 

dx 
differenciálegyenletnek. Írjuk fel annak az integrálfelületnek az egyenletét, 
amely átmegy az y — — xi legyenesen. 


Könnyű látni, hogy valamennyi kéreseétt wix, v) függvény az 
unix, y) — x-tgly) 


alakban írható fel, aho! efy) tetszőleges függvény, mert ezekre és csak 
ezekre teljesül a 


edu 

dx 
differenciálegyenlet. A felírt megoldás a differenciálegyenlet általános 
megoldása. 
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Áz x,y sikban levő y-x—1 — 0 egyenesen áthaladó integrálfelület 
egyenletében Y—ú. A két egyenlet jobb oldala ű, így a bal oldaluk ís egyenlő 
kell hogy legyen, ezért 


x-tely)—ytx-], 
ebből e(yi s v-l, és igy a keresett integrállelület egyenlete 
uz xtHy-l, 
ez pedig (az x,y, 4 tengelyű koortdináta-rendszerben) egy sik egyenlete, 
2. Határozzuk még a 
295tJ3g—] 


differenciálegyenlet általános megoldását! Keressünk olyan integrál- 
felülétekét, amelyeknek van burkoló felülete. 
Az egyenlet lineáris, a Lagrangrz-féle rendszere 


dx  dy dő 

3 3 o ad7 
A 

ix du 

7  g 


közönséges differenciálegyenlet megoklása 


x—23wuw s a, 
a 

dx 5 dy 

77 
egyenleté 

3x-2y — b. 


Az általános megoldás 
F(x—23n, 3x—3y) — Ű, 


ahol F tetszőleges függvény. 
A harmadiknak felírható közönséges differenciálegyenlet 


dv du 


Lm S — 9 
— 


3 l 
alakú, ennek megoldása 


vy—ju c. 
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Ha ezt a megoldást az előző két megoldás valamelyikével társítjuk, a 
(r(x—2ir, 7—J3w —Ú, 
ésa 
H(3x—2y, y—düj 0 


általános megoldásokhoz jutunk, ahol G és A tetszőleges függvények. 
Belátható, hogy e három általános megoldás ekvivalens, így ezek bár- 
melyikét az általános megoldásnak tekinthetjük. 

A differenciálegyenlet teljes megoldása 


X—2H — x(3x—2vj--§ 
alakú (a és ő tetszőleges állandók), és ez kétparaméterű felületsereget, 


mégpedig — mivel valamennyi változó első fokú — két siksereget hatá- 
roöz meg. 


Hogy a teljes mégöldásból kiválászthassunk olyan egyparaméteres 
felületsereget, amelynek van burkoló felülete, tegyük fel, hogy f-—a. 
Ekkor 
(1) x—23n — e(3Je—2yj- a 
a szerint differenciálva 

0 — 34—2vt2a, 
és ebből 
i 
x - —(2y-3x 
2 (2y j; 


Ezt visszahelyettésítve az (1) téljés megoldásba 


1 I 
X—2H — -- 3x— gye tg Öx- ég, 
AZAZ 


1 1 
(2) u art g8r-2y. 


Könnyen ellenőrizhető, hogy ez parabolikus henger egyenlete. Ezek sze- 
rint az adott differenciálegyéniet teljes megoldását jelentő két sikseregből 
a 9—nx: feltétellel olyan síksereget sikerült kíválasztanunk, amelynek bur- 
koló felülete a (2) egyenletű parabolikus henger. A síkok e parabolikus 
henger érintősíkjai. 


3. Oldjuk meg az 
xptyg — 3ú 


parciális differenciálegyenletet, 
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Az egyenlet lineáris, a Lagrangedéle rendszer 


ex d du 


xy 3e 


Az első egyenlet 
dx  dv 


[ART TRY TEN 
— 


x ye 
A. közönséges differenciálegyenlet változói szeparáltak, tehát integrálva 
mind a két oldalon 


in xi -tina — Iniy, 
és ebből 


az 


[7 


F 
Így  r5— sa. 
x 


Hasonló módon például a 


dx du 
xX ju 
egyenletből 


3 In 1x14-In k — In [re], 
ii], 


A. differenciálegyenlet általános megoldása tehát felírható az 


FA 
FE. e) — 0 
x ax 
alakban, ahol F tetszölegés függvény. 
Ha a harmadiknak felírható 


dv dit 

F 034 
egyenlet 

út 

aan — 

xy 


megoldását tárcsítottuk volna az előző két egyenlet megoldásának vala- 
meélyikéhez, akkor a 


(2.3) 


H H 0 
H ad § Fe — 
általánös mégöldásokhoz jutottunk volna (űr és A tetszüleges függvények), 
A kapott megoldások azonban ekvivalensek, és ezért ezek bármelyikét az 
általánös megoldásnak nevezhetjük. 


A differenciálegyenlet teljes megoldása az általános megoldás első 
alakja alapján 


F Hi 
— ar — 
Xx x? 


kő, 
ni. 


vxi- fix ax 
4 -—(y-fx). 
kr a út 


Ha például az általános megoldás harmadik alakjából indulunk ki, akkor 
ki kt 
a a ai Bi 


és ebből a teijes megoldás 


4. Határozzuk meg a következő differenciálegyenlet általános meg- 
oldását 


xp—-xyg — y. 
Az egyentethez tartozó Lagrange-féle egyenletrendszer 


dx ív du 








oxi —xy 
A 

dx tÉv 

xz — XV 
3046 


diflérenciálegyenlet változóit szétválasztva 


dx Hi dy 
xX x 
integrálva 
In 1x] — —1]n IyI--In a, 


és ebből rendezés után 


Xy szed, 


Így 
bv - xy, 


Felhasználva, hogy xy—a, a másodiknak felírható közönségés dif- 
ferenciálegyenletünk 


dy dni 
ag y? 
alakú, Az egyenlet változóit szétválasztva és integrálva 


vdy — —g dit, 
— a gu — b, 
3 
HI. a értékét visszahelyettesítve 


Ze xy — b, X31-3xva — 36. 


Így 
w — yt 3xyü 


A difflerencialegyenlet általános megoldása 
Fíxy, vyYt3xywi—ű 


alakú, ahol F tetszóleges FfüggvéIty, 
Ellenőrizzük számitásainkat abban a speciális ésétbén, amikor F(x, 4) — 
—uwutv alakú, azaz a megoldás 


xy4 pt 3xvűu szü 


alakú! A ; és g parciális deriváltak előállítása érdekében az egyénlet 
mind a két oldalát előbh x, majd y szerint parciálisan díifferenciálzjuk. 


y-4-3vu1-3xypp — Ű, 
xtiviárjdxut]axeg — Ü. 
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Ha az első egyenlet minden tagiát v-nal egyszerűsítjük, majd x-szel meg- 
szorozzuk és az első egyenletből a másodikat kivönjuk, akkor 


3ctp—3xyg—jyt sz Ű, 
és ez valóban eredeti differenciálegyenletünk 
0p—-xyg - 


alakjára hozható, tehát megoldásunk helyes volt. 
Megjegyezzük, hogy az általános megoldás felírható más alakban is. 
Alakítsuk át a második közönséges differenciálegyenlet 


ytöxyu —3b 


megoldását a következő módon (a harmadik lépésben felhasználjuk, hogy 
az első égyenlet megoldása xy—a): 


243 35 3bx 35 
XS e ——x— cx, 
jé F xy a 


ahol c tetszőleges állandó. Ha c tetszőleges, akkor feltehetjük, hogy a tet- 
szőleges e állandónak tetszőleges függvénye: cselak Mivel pedig a— xy, 
azért az általános megoldás felírható az 


Xt3axu — egíxy) 
alakban is. 
5. Keressük meg az 
(y—ulp-HÁx—y)a — 1—x 


parciális difflerenciálegyenlet teljes megoldását. 
Az egyénlet kvázilineáris, a Lagrange-félé egyenletrendszer 


dx Ty dur 


— —Tr 
— 


Yy—H  xX—Y  4—X 











Á. közönséges differenciálegyenlet-rendszert most a szokásostól eltérő 
módon oldjuk meg. Vegyük észre, hogy az 


(Y—w--(x—y 3 (4—x) s 0 


mindig teljesül. Ha a Lapgrangé-féle egyenletrendszer egyenleteinek egyes, 
egymással egyenlő oldalait egy pillanatra 4-val jelöljük, akkor 


y—úH — Adx, x—y z Ady, 4—x — Adi. 
Ha ezeket az előbbi azonosságba helyettésítjük, és A-val rövidítünk, akkor 


dxtdy-tdAú s Ü. 
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A bal oldalon teljes differenciál ált, mégpedig az 
Six, yo H)- XIEtH 
függvény teljes differenciálja. Így integrálva 
X-4-YTE E a. 
Hasonló módon 
x(y—unja-nix— yt yín—x) 0. 


A zárójelben átló kifejezéseket ismét a Lagrange-féle egyenletekből ide 
behelyettesítve 


x dx ir dy—y du — 0, 


és a bal oldalon ismét teljes differenciál áll, mégpedig — amint az könnyen 
észrevehetű — az 


xt 
für, F, u) Wmi —-r tt 
2 
fűggyényé. Ezért integrálás uián 
xa2yuz tb. 
A diferenciálegyenlet általános megoldása tehát 
Fixryzn, xt dr] ü 


alakú, ahol F tetszőleges függyény. 
A differenciálegyenlet teljes megoldása 


a(xt elyuit ő — x-bybin 


Megjegyezzük, hogy az egyik integrálfelület-sereg  hiperboloidsereg 
a másik sikseéreg. 


6. Határozzuk meg az 


du 4. du ÜL 
X— ty-—dhz— zs xyz 

dx dy Az 
dilferenciálegyenlet általános megoldását! 

A differenciálegyenlet elsőrendű hineáris, de a benne szeréertő v függvény 
három független változótól függ. A megoldás menete a kétváltozós esethez 
hasonló. 

A Lagrange-féle égyenletrendszér rost 


dx dy dz dH 








3813 


alakú. Az (első) 
dx day 
Ax y 
egyenlet alapján 


in [xi — In]y ln a, 
118 


b. —-— a. 


x 
xy 
Hasonló módon a 


dy edz 


— 


y z 


egyenletből 


z 
w- — — bh. 
Y 


A harmadik megoldás megkeresése érdekében tekintsük az 
(yzdx-F(xz]yrhxyiz— day] E 0 
azonosságot, A Lagrange-féle égyenletrendszer alapján vegyük észre, 
hogy x és dx, p és dy, z és dz, xyz és dtt arányos, és az arányossági tényező 
ugyanaz. Így a megfelelő helyettesítéseket elvégezve 
yzdx-t xzdy-- xydr—3du — 0. 
A bal oldalon teljes differenciál áll, mégpedig az 
f(x, y. Z, H) — xyz—ni 


függvény teljes differenciálja, így a Lagrange-féle egyenletrendszer egy 
megoldása, és ez esetünkben a harmadik, megoldás, 


xyz —3gy — c. 
Az adott parciális differencialegyenlet általános megoldása tehát 
xx z 
F[Z. — , xyz— 3) -ű 
y PF 
alakú, ahol F tetszőleges függvény. 


7. Mutassuk meg, hogy annak a feltétele, hogy az 


mix, YI Míx, yjdx— mix, yiVíx, údy 
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közönséges elsőrendű diflerenciálegyenlet egzakt legyen, egy elsőrendű 
lineáris parciális differenciálegyenlettel fejezhető ki, Mutassuk meg, 
hogyan lehet az 


(1) M(x, Ydx4NÉx, jidy 70 
egyenlethez olyan mix, v) integráló tényezőt találni, amely azt egzakttá 
Ha az 
mifdxtmNldysü 


egyentet (a független változókat nem írtuk ki) egzakt, akkor 


Li 


Hy dx my). 


A differenciálást végrehajtva 
Aht a AM 
öm a, dni AN 


tm — —- — N—m —, 
dy d Be ax 
és ebből 
öm Ari ev agM 
ME -nSZ mi — et. 
gy dx ( dx By) 


A kapott egyenlet 111-TE nézve elsőrendű, lineáris parciális differenciál- 
egyenlet, ezzel állításunk első részét beláttuk. A Lagrange-féle egyenlet- 
rendszer most 


fek dx dy dnr 
—-N MO És AM 
Fr §) — — ——- 
dx 5) 


alaku, Az egyenletrendszer olyan megoldása, amely tartalrnazza az mi 
függvényt, az (1) egyenlet egy integráló tényezője. Mivel ennek az egyenlet- 
rendszernek két égymástól független megoldása is lehet, ezért az (1) egyen- 
letnek két egymástól független integráló tényezőie is lehet. 

Írjuk át a (2) egyenletrendszert a 


av AM öv JA 


dx dy dx Ör ert 
FE d EL gp E 


alakba. Ha 
AY aM 


E — fax, 


3ll 


akkoór az 


fog dx — 2 
mm 


egyenletből az integráló tényező 


Mm ejrveam 
alakú, ha pedig 


aN am 
dx dr 


Ty — gíy), 


akkor a 


elet 
píy) dy — — 
HI 


égyenletből az integráló tényező 


fg 
mé 


alakú. 
Ha az (íl) egyenlet lincáris, száz 


y3iFy-g 


alakú, akkor, M — Fy—0, N-lT és a (2) egyenletrendszer 





dr 
P.dx — gy mm —a 
Fy— 0 H 
alakú. A 
dm 
Pdx — — 
Hm 


egyenletből kapható 
1 — e ni 


függvény a lineáris egyeniet integráló tényezője, tehát lineáris egyenlethez 
mindig található integráló tényező, 
Égy másik integráló tényező a 


P dr 
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tgyenletből számítható ki 
Pp—-8 — mi 


alakban. 

A (2) egyenletrendszer azonban nem oldható meg minden esetben, 
ezért nem található minden elsőrendű differenciálegyenléethez integráló 
tényező, amely azt egzaktta tenne. 


B. ELSŐRENDŰ NEMLINEÁRIS PARCIÁLIS 
DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


Ha az 


(Í)  férv, vu pog—0 


általános alakú elsőrendű parciális differenciálegyenlethez 
találunk olyan 


(2)  Fíx,y,una b 8 


függvényt, amelyből diflerenciálással az a és £ állandókat Kki- 
küszöbölve az (1) differénciálegyenletet kapjuk, akkor a (2) 
függvényt az (1) differenciálegyenlet teljes megoldásának ne- 
vezzük. A teljes megoldás geometriai jelentése egy kétparamé- 
teres felületsereg, amelynek lehet burkoló felülete. Ha a burkoló 
létezik, akkor annak egyenlete az a és b állandóknak az 


F aF 
F— 0, 3770. 77? 


egyenletekből való kiküszöbölésével határozható meg. Ha ez 
a kiküszöböléssel kapott 


Bíx, Yv. u) sb 


függvény kielégíti az (1) egyenletet, akkor ez a függvény az (1) 
egyenlet szinguláris megoldása, és ez a felületsereg burkolójá- 
nak egyenlete. Ha a B függvény felírható szorzatalakban, azaz 


BÁ, V, u) — BÉx, F. nm BÁx, V u) - Ü, 


és B(x, y, u) kielégíti az (1) egyenletet, de B (x, v, u) nem, 
akkor B.(x, v, u) a szinguláris megoldás. 
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Ha a (2) teljes megoldásban szereplő két állandó egyike 
(legyen ez 56) valamilyen ismert függvénye a másik állandónak, 
például 5—Hr(a), akkor az (1) differenciálegyenletnek eleget tevő 


(3) Fix 9 ua, hlajj— 0 


függvény egy egyparaméteres felületsereget határoz meg. Ennek 
burkolója az 


Flx.y,ua titaj—0 és 170 


egyenlétekből az a állandó kiküszöbölésével kapható meg. 

Az Ét) differenciálegyenlet általános megoldásának nevézzük 
mindazoknak a (31 megoldásoknak az összességét, amelyek 
a Ha) függvény minden lehetséges megválasztása útján jönnek 
létre. 

Az első fokú nemlineáris parcialis differenciálegyenletek meg- 
oldása meglehetősen hosszadalmas és nehéz feladat, ezért csak 
néhány nagyon egyszerű egyenlet megoldására szorítkozunk. 


Gyakorló feladatok 


1. Határozzuk meg a 
pata — 9 


differenciálegyenlet teljes, szinguláris és általános megoldását! 
Azonnal látszik, hogy a téljés megoldás 


r — ax1tbyte 


alaku, ahol a3rH s §, továbba a és c tetszőleges állandó. 


E : 17 du Lo, 
Ugyans ——p—-g ——agi- b  ésígy pg — gi — 9 
dx Hgy 
valóban fennáll. 
Az 


u s ax-tF9—agiyte 


teljes megoldás az x és y független változóban első fokú függvény, ezért 
geometriai képe két siksereg az x, y, r derékszögű koordináta-rendszerben. 
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A. differenciálegyeniet szinguláris megoldása az 


F—-0, azaz 4—axzVW9— eye 0, 








aF 

— szü, azaz -x£- y7- Ű, 
Ha K9— a? 

aF 

— —Ű, azaz —-—1—0 
dc 


egyenletrendszerből számílható ki. Mivel az utolsó egyenlet ellentmondást 
tartalrnaz, ezért szinguláris megoldás nincs, a két siíkseregnek nincs bur- 
kolója. 

A. differenciálegyenlet általános megoldásának a feliírásához tegyük fel, 
hogy c— (ag. Ekkor az áltaiános megoldás 


F — 1—ax FV 39— a? v— [Ha) — ü 
alakú, ahol A tetszőleges függvény. 
2. Határozzuk meg az 
u z pxtagytr- pg 
differenciálegyenlet teljes és szinguláris megoldását, ha ilyen van. 
A fejezet bevezetésében már láttuk, hogy a diíferenciálegyenlet teljes 
megoldása 
n — ax tby—at—ah—hy 
alakú. A szimguláris megoldás az 


F- 0, azaz ax tby- at —atbt—bt—n szé, 


aF 

— —( azaz x—23a-hb a (, 
da 

ell jú 25 ü 
— —0, azaz 17-a—2b — 
ab ? 


egyenletrendszerből számítható ki. A két utolsó egyenletből 


1 l 
I s— — 3 4 h — — — Jyl. 
a 7 x] z 6 y) 
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Ha ezt a teljes megoldásba helyettesítjük, akkor 


Í 1 l 
rt (y— 29)xig Éx — 2-7 íy— Ív)? — 


1 1 
Mr" (v—2xx—2yjá e (x— ér, 


és ebbül rendezés után a szinguláris megoldás 
3n — xy—-xteyi 
ÁZ 
nt — ax- bi dt ab-- b 


teljes megoldás két sikseregnek az egyémeéte, niért az § függvény x-nek 
És Y-nak első fokú függvénye, A szinguláris megoldás 


xt cxyiy 3 ő 


alakú, ez pedig — amint az megmutatható — ellíntikus parabolaid egyen- 
lete. 
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II. MÁSODRENDŰ PARCIÁLIS 
THFFERENCIÁLEGYENLETEK 


Másodrendűnek nevezzük a parciális differenciálegyenletet, 
ha benne a több változótól függő s függvény legfeljebb má- 
sodik parciális deriváltjai szerepelnek. Kétváltozós függvényt 
feltételezve az általános alakja 


Flx,y,e, Lé én ön dul 
ká tő Ady" Ax? Adady" gyz] 


Másodrendű, parciális ditfflerenciálegyenletek megoldására 
általános módszer nem ismeretes. Számos speciális alakú egyén- 
let azonban több-kevesebb fáradsággal megoldható. 

Az alábbiakban mindössze két nevezetes probléma meg- 
oldásakor fellépett, két speciális szerkezetű, másodrendű par- 
ciális diflerenciálegyenlet megoldását mutatjuk be. 


A. A REZGŐ HÚR DIFFERENCIÁLEGYENLETE 


Tekintsük az / hosszúságú, tökéletesen rugalmas (hajlékony) 
húrt. Legyen a nyugalomban levő húr az x tengely fú, 7] sza- 
kaszán. Mozdítsuk ki leírt nyugalmi helyzetéből az x tengelyre 
merőlegesen, és vizsgáljuk a lejátszódó folyamatot. Csak olyan 
rezgések vizsgálatára szorítkozunk, amelyek esetében a húr 
pontjai az x tengelyre merőleges u tengellyel párhuzamosan 
és az Éx,üu) sikban mozognak íÍtranszverzális sikrezgések). 
A mozgást az uí(x, 1) kétváltozós függvény írja le, amely a húr 
bármely x, abszcisszájlú pontjának bármely za időpillanatban 
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felvett helyzetét az ugfxg, £) alakban adja meg. Feladatunk az 
ismeretlen ulx,t) függvény meghatározása. 

Először 15 meghatározzuk a problémát leíró diíferenciál- 
egyenletet. Tekintsük a rezgő húr egy x hosszúságú elemi 
darabját (23. ábra). A húr többi része erre az elemi darabra 





23. ábra 


H húzóerőt gyakorol. A H húzóerőnek a húrelem két végpont- 
jában levő, az x tengellyel, ili. z tengellyel párhuzamos össze- 
tevőjét jelöljük Ars E, all. X.., U.-vel. Zárjon be továbbá 
a H erő iránya az x tengellyel a P, pontban xy, a P., pontban 
öt, szöget. Ha feltesszük azt, hogy a húrt a nyugalmi helyzeté- 
ből csak , kicsit" mozdítjuk el, azaz csak annyira, hogy a hossza 
gyakorlatilag ne változzék, akkor a, és a, nagyon kis szögek, 
vagyis 


cos a az I, c05 úta sz ], 
. du . du 
Si 1 est be . SI Mn mzz ) — 
x xX7-XI dx XEXNI 
A PFP, pontban a húzóerőt negatívnak választva, a komponensei 


XX. 7 — Hcosa, - — H, U, — — Hsinz, — -a (e) , 
dx KEK7-Xi 


XX.  Hcosa, — H, U, - Hsina — A [61 . 
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Adott £ időpillanatban a húr nyugalomban lévőnek tekint- 
hető, tehát a rá ható erők eredője zérus kell hogy legyen. 
Az x irányú komponensek összege 


XprA —— H-H: ű( 


azaz valóban zérus. Áz u irányú komponensek összege 


vav- nd en nó; 7]... 
7 H 8]. Mi -(GA],. .] 


A szögletes zárójelben levő kifejezés a differenciálszámítás 
közénértéktétele (Lagrange tétele) szerint így irható: 


2-8 - e 
PdxIcnx VxIssa ADC) veg 


ahol x.—x, — dxés xyzé ex. Az u irányú komponens felírá- 
sánál figyelembe kel! venni a húr tehetetlenségét is. A tehetetlen- 
ségi erő esetünkben 


du 
mide] 4 


ahol m az egységnyi hosszú húr tömege, má4.x téhát a dx hosszú- 





ságú húrelem tömege, —— GYE — pedig a gyorsulás. A húzóerő z irányú 


komponenseinek és a tehetetlenségi erőnek egyensúly esetén 
egyenlőknek kell lenni, azaz 


m 2 97 
mg kllvő Ax 7- H el... 4 


Ha 4Ax--Ü, akkor £— x, és bevezetve a— — e! jelölést differen- 
ciálegyenletünk végső alakja 

Da 2 DM ti 

ÉTÉ META 


4319 


Hogy ezt a diflerenciálegyenletet meg tudjuk oldani, meg kell 
még adnunk a húr alakját és minden egyes pontjának a sebes- 
ségét a (—0 időpillanatban (kezdeti feltételek), továbbá a meg- 
oldásnak figyelembe kell vennie, hogy a húr végpontjaiban 
nincs elmozdulás, azaz a végpontok rögzítettek (kerületi 
vagy peremfeltétetek ) , 

A húr rezgésett leíró, kétváltozós wíx, t) függvénynek tehát 
ki kell elégítenie a 


0" , 074 
—— ze 
dr de 





(1) 


(c adott állandó) 


differenciálegyenletet, továbbá az 


utx, 0) — f(x) [7(x) adott függvény] 


e 
6] — gíxi [gíx) adott függvény] 
ÖL ie 
kezdeti feltételeket, végül az 


(3) elet — uti, ry—0 


kerületi feltételeket. 

f(x) a t—0 időpillanat (a mozgás kezdeténi a húr alakját, 
g(x) a pontok sebességét adja meg. Az x—ü és x—i/ pontok 
a húr végpontjai. Ezek alkotják a húr , kerületét". (Két- 
dimenziós esetben ez a kerület görbe, három dimenzióban 
felület.) 

A kapott másodrendű, állandó égyütthatos, homogén par- 
ciális diftferenciálegyenlet D. Bernoulli-tól [David Bernoulh 
(1700—1782) dohann Bernoulli fia, svájci matematikus] szár- 
mazó megoldása azon a lényeges észrevételen alapszik, hogy 
a megoldást jelentő függvényt olyan szorzat alakjában lehet 
keresni, amelynek egyik tényezője csak az x (a hely), a másik 
tényezője csak a ! (az idő) függvénye. Legyen tehát 


u(x, Pt) — XCX)T(r) 


32zŰ 


alakú. Ha ez a függvény megoldása a differenciálegyenletnek, 
akkor abba visszahelyettesítve azonosságot kell kapnunk. 
Előbb kiszámítjuk a parciális deriváltakat. 


eti , Önt — ki 

Ba —- X Co) T(r), FTEI — X (XI) TÉt), 
Ön , DE n" 
az 7 XT, pe 7 A0T(N. 


(Az egyszerűség kedvéért vesszövel jelöltük a függvénynek 
a salát egyetlen változója szerinti deriválását,) A differencrál- 
egyenletbe való helyettesítés után tehát 

XT (th) — EX x) FTÜH 


Az egyenlet változói szétválaszthatók: 


TT() XI 
Tífy) XX) 








A kapott differenciálegyenlet bal oldala csak 1-től, a jobb oldala 
csak x-től függ. ! és x tetszőleges értékeire ez csak úgy lehet- 
séges, ha a bal oldal ís és a jobb oldal is állandó, mégpedig 
ugyanaz az állandó, jelöljük (—c?)-tel. Az állandót fizikai okok 
miatt kell negatívnak választani. Így 


T(ít) XM, 


Te)" Xay 








vagy két egyenlőségbe irva 


TT) XV, 
TO STB Ég 





Látható, hogy ezzel az eljárással a másodrendű parciális dif- 
ferenciálegyenletünk megoldását két közönséges másodrendü 
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differenciálegyenlet megoldására vezettük vissza, mégpedig a 
T"()4ET(t) — 0), 


xs [8] XCd7-0 


állandó együtthatós, homogén lineáris másodrendű egyenletek 
megoldására. Ezek megoldása egyszerű. 
Az első differenciálegyenlet karakterisztikus egyenlete 


423-a? — ú), 


ennek gyökei 4. —-tai, a differenciálegyenlet általános meg- 
öldása pedig 


Tít) — A cos at3 8 sin af. 


A második differenciálegyenlet karakterisztikus egyenlete 
Z 
7) — 0, 
e 
ennek gyökei Az — 15 i, az általános megoldás pedig 


X() — CcosZx4D sin x. 
A keresett u(x, ?) függvény ezek alapján 

utx,th — (doccsat-tBsin at) Ccos- xrB sin a] ; 
ahol A, B, €, D és a ismeretlen állandók. Ezek meghatározása 


a kerületi és kezdeti feltételek alapján történik. 
Az u(ú, 72)—0 kerületi feltétel szerint 


0 — (4 cosatt B sin at )C, 


ami tetszőleges £ esetén csak úgy lehetséges, ha C—4. 
Az uít, th) kerületi feltétel alapján 


0 — (4 cosaz 3 B sin az ) [osin.21]. 
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Mivel D nem lehet 0, mett ekkor a megoldás azonosan Ú volna 
(C-ről ugyanis már kiderült, hogy 9), ezért kell, hogy 


sin 57 — 0 
C 


legyen, vagyis 


2 —kz (k— 1,2, ...). 


ík nem lehet Ü, mert ekkor c is 8 volna). Ebből 


Mivel a végtelen sok értéket vehet fel, célszerű indexszel ellátni 


Ket 
Ü, — —— 


t 


A kerületi feltételeket figyelembe véve a megoldás most már 
wix,t)—- (Apcosat 1 Bosin xi) D, sin T x 


alakú. Azért írtunk az u, A, B, D mellé indexeket, mert min- 
den £-hoz egy-egy megoldás tartozik. Ismeretes, hogy a homo- 
gén differenciálegyenlet partikuláris megoldásainak az összege 
15 megoldás, ezért az 


a 


UC, t) 7 2 Hp(x, () — 


e. ; ,. ÜK 
— 2 (Ax cosatt B, SÉT at)D, külé mk 
K—1 
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függvény a difflerenciálegyenlet megoldása. Végezzük el a szor- 
zást, és legyen A4.5.—E,, B.D.— Fr, akkor 


U(x,th— a E4(eos at) [sin 2 ze) a 
k—i 


-r F.(sin at) Tsi mai a] I 


A még figyelembe nem vett 
U(x, 0) — fax) 


kezdeti feltétel értelmében 


CA 


E. sm Tex — f(x) 


k—1 


ill. é-t 15 behelyettesítve 


E.sim ex — f(x). 


4 


k-i 


ÁAz ismeretlen £, együtthatokat úgy határozzuk meg. hogy 
az adott, folytonos fix) függvényt Fourier-sorba fejtjük. 
[J. B. J. Fourier ( 14 768—1830) Írancia matematikus. [A Fourler- 
sorba fejtésre példák találhatók a B. P. Gyemidovics: AMafe- 
matikai analízis, feladatevítjtemény (Bp., 157I, Tankönyv- 
kiadó) című kötetben. Ha sikerül az adott f(x) függvényt 
tiszta szinuszos sorba fejtenünk, akkor a keresett E, egyűütt- 
hatók a tiszta szinuszos sor együtthatóíval egyenlők. Tiszta 
szinuszos sort akkor kapunk, ha a Fourier-sorba fejténdő 
függvény 27 szerint periodikus páratlan függvény. Ezt figyeé- 
lembe véve terjesszük ki a ÜSsx—7 intervallumban értelmezett 
f(x) függvény értelmezését a —IESx£l intervallumra úgy, hogy 
páratlan legyen. Ez geomcetriailag azt jelenti, hogy az (0) 
függvény grafikonját az origóra tükrözzük (24. ábra). Az értel- 
mezés ilyen kiterjesztése azért lehetséges, mert a húr csupán 
Z hosszúságú, és az /(x) függvénynek a ÜSxzf intervallumon 
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kívüli viselkedése gyakorlati szempontból közömbös. Legyen 
tehát a folytonos f(x) tiszta szinuszos Fourier-sora 


f69— S bhosinőZx 
k—i1 i 


alakú, és ekkor $5— E, . 





24. ábra 


Az F. együtthatókat hasonló módon határozzuk meg. 
Dillerenciáljuk az f/íx, () megoldást ? szerint. Ekkor 


ús - ba h-s sinat) [taj 


£k—1 


t- (o PF, COS út É) [sin e x] . 
Mivel a kezdeti feltétel szerint €//(x, 09—-efm, ezért 


2 ök, sin x sz 2 özxF, sin ét x — g(íx). 

kezi € KZi fj 

Terjesszük ki a gíx) függvény értelmezését is a —/axsil 
intervallumra úgy, hogy abban páratlan, továbbá 2 szerint 
periodikus legyen. Ebben az esetben eíx) Fouriler-sora tiszta 


szinuszos sor, legyen ez 
na . kn 
ex) 2 G, sín -p x 
KEI 
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alakú. Ha ezt összehasonlítjuk gíx) előbbi sorával, akkor az 
ük — G, 
egyenlőségből 


F. — 8, 
0 


és ezzel az összes állandót meghatároztuk. i o 
Összefoglalva eredményeinket kimondhatjuk: a rezgő húr 


SEN K a 


BET d 
differenciálegyenletének az 

u(x, 0) — 70), 4h,0) —g0) 
kezdeti, valamint az 

u0, hb, utíl 0 


kerületi feltételeket kielégítő megoldása 


. . . kn 
U(x,t) — 2 (E, cos att EF, sin at )sin- 7 x 


alakú, ahol a — vál. , továbbá E, a páratlannak értelmezett 
f(0) függvény Fourier-sorának együtthatóit, F, pedig az ugyan- 
csak páratlan e(x) függvény ox-val osztott Fourier-együtthatóit 
jelenti. j 
Megjegyzések. 1. Ha f(j-0, akkor E,—0 minden £-ra és 


mr j k 
Ex, fr) F— pa EF, [din ká 1) [in ze] a 
k—1i 
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Ennek a sornak az első tagja (k—1) 


. fé hb. om 
mix, — FF, [da érj sin Ty 


és ez a húr alaprezgését állítja elő. Az alaprezgésnek az x—0 
és xz/ a csomópontjai, hullámhossza 27. Legnagyobb kitérése 
az xz [2 húrtelező pontnak van. A sor második tagja (kr— 37) 
a húr első felharmonikusát állítja elő. Ennek csomápontjai 
az xzü, x—ő/2, x—?7 helyeken vannak, hullámhossza 7, a leg- 
nagyobb kitérése az x—d4, x—3//4 pontokban van. Hasonló 
minden £ érték egy-egy felharmonikus rezgést szolgáltat, amely- 
nek az x—0 és x—/ pontokon kívül a [0, ?] szakasz belsejében 
egyenlő távolságban elhelyezkedő a számú csomópontja van, 


és hullámhossza 





nil 
2. Egészen más úton jutott el a rezgő húr differenciálegyen- 
letének a megoldásához LYáAlembert [J. Le Rond D"ÁAlembert 
(1717—1783), francia matematikus], aki megmutatta, hogy a 


0 eg a Di 
———  — — fall 1 
At dx 


difflerenciálegyenlet megoldása felírható az 
ulx, 1) — uixidet]tuír— ci) 
alakban, ahol te és 4. tetszőleges függvények. Az előbbi kez- 


deti és kerületi feltételek segítségével m és tú egyértelműen 
meghatározható. 


Gyakorló feladat 
Tekintsük az f—20 em hosszúságú húrt és közepén feszítsük meg úgy, 
hogy az x— [0 cm abszcisszájú pontja az x tengelytől 8.5 cm-re kerüljön. 


Engedjük el a húrt és keressük meg a húr mozgását leíró függvényt, 
iLegyen c—].) 
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A r:0 időpillanatban a húr alakja a 25. ábrán látható. Esetünkben 
ÜÜ5x, ha úü05SsxsW10 
fex) — 
1(—005x, ha 10 sz x — 20. 


A sorfeités érdekében az f(x) függvény értelmezését előbb a —J05Sxs2m 
intervallurnra (2/5400) terjesztjük ki úgy, hogy abban páratlan függvény 
legven, majd az egész számegyenesre úgy, hogy f(x) 2/ szerint periodikus 
függvény legyen. 


25. ábra 





Ü 10 20 x, cm 


Mivel a 7—ú időpillanatban a húrt magára hagytuk, azért a húr pont- 
jainak sebessége kezdelben 0, így eix1-—ú. Ebből következik, hogy az 
F, együtthatók mind zérüsok. 

Az E. együtthatók kiszámítása érdekében a folytonos f(x) függvényt 
Fouriér-sorba fejtiük. Az együlthatók kiszámításánál az első lépésben 


kr 
felhasznáijuk, hogy f(x) páratlan, tehát szorzala a sin függvénnyel 


páros, majd parciálisan integrálunk. 


kr 
E, — TF [fodsnExdx a f osan Fxdx — 


Fi Tér) 
lú 


. Í 005 sin E drei 2 f a- —0059) sin £ x dx 
7 X SIR — X GATT —T ILL E 
20; 20 20 aj 20 


20 km oj" 1 70 km 
z Ü 1 [—005x — cos — xi 7-0] J 005 — cos — x dx tk 
kert ZO ha km 2ü 


40 zh 20 


0.11-1— 0059 - cos Éz 01 f 005 coszzxdxz 
HÚ l—(1—0, Már rtl TT Ét itéli Md 30 - 


a 01 fa cos [0.05 a et 
sz u, re (45 a riV, kn 70 , 
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10 [ zZÜ kr JJ 
1705 e 005 [7 5) sin — x — 
km z0 10 


mm Ez 
— —— sin — . 
(kj 2 
A megoldás tehát (láttuk, hogy F;, —0) 


aa km . Km 
Wix,t) 2 B eles 7) tre 


mo ÁŰ . km kr . kn 
Za —— hsin— I 1 cos — r 1 1511 — x A, 
kuli kg ( 7) 2 [ 20 


vagy néhány tagját részletesen kiírva 


1 / 1 m x 
Uíx,f) — — zel a eoszgi sin gr 


li im . 3 
— — €üs — ff sin — xx -t 
kt 20 20 


l e E ANNK F 
tesz aaz rt te] . 
AMeéegjégryzés. Felhasználva a 

sin (e-t 81 — sin (w—§) — 2 casa sin § 
azonosságot, a diflérenciálegyenlet megoldása felírható az 

[Fex, tt) — F 2 b Ez ) [d áz (rtx)—- sm Éz em] 

kmi kö 2 20 20 

alakban is. Ez a DYÁlembtert-féle megoldást jelenti, 


B. A HŐVEZETÉS BIFFERENCIÁLEGYENLETE 


Tekintsünk egy / hosszúságú homogén és izotróp rudat. He- 
lyezzük a rudat az x tengely [0, 7] szakaszára. Tegyük fel, hogy 
a rúd egyes keresztmetszeteiben a hőmérséklet csak az x-től 
függ, vagyis adott keresztmetszet pontjaiban a hőmérsékkt 
ugyanaz. Á rúd két végpontját tartsuk állandóan 67€ hőmér- 


329 


sékleten. A rúd pontjainak hőmérsékletét a t—ű időpillanatban 
az utx, 0J— /(x) függvény adja meg. Határozzuk meg azt az 
ulx, ft) kétváltozós függvényt, amely a rúd pontjaiban a hőmér- 
sékletváltozást leírja! 

A fizikából ismeretes, hogy az egydimenziós hővezetés dif- 
ferenciálegyenlete 


du du 


dni 


— e zzz e" 
dt dx?" 


ahol e az anyagi minőségtől függő állandá, 
Esetünkben a kezdeti feltétel 


u(x, 0) — (xx), 
a kerületi feltételek 
ut, th — 0, uíif 1) 0. 


(Mivel a differenciálegyenletben ? szerint csak az első derivált 
szerepel, ezért csak egy kezdeti feltétel van.) 

A differenciálegyenlet megoldását D. Bernoulli nyomán 
olyan szorzatalakban keressük, amelynek egyik tényezője csak 
x, másik tényezője csak r függvénye: 


ulx, th) XT G). 
Ekkor 


44 ; 97 . 
7 — XCXT" (1), 5 — X"(CAT(), 


és a differenciálegyenletbe helyettesítve 
X(x) T(1)— éX(xX)T(. 
Az egyenlet változói szétválaszthatók 


TW0)  :X0 
T(ít) XT 
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A bal oldal csak 7-től, a jobb oldal csak x-től függ. Ez csak 
úgy lehetséges, ha mind a két oldal állandó, azaz (az állandót 
— 97-tel jelöltük! 


TO a, e20. e 
T(r) Í X(0x) 
Ezzel a másodrendű parciális differenciálegyenlet megoldását 


egy elsőrendű és egy másodrendű közönséges differenciál- 
egyenlet megoldására vezettük vissza, mégpedig a 





T (t)-eéFTü)sÜ 
és 


X(x)-4- 5 XfxXd70 


differenciálegyenlétek megoldására. Az első egyenlei változói 
szétválaszthatók : 


dT 5 
7-7 T 
sb — — gt d. 


Mind a két oldalon integrálva 
In IF] ——étta, 
T — evétta — 4e-ét, 


A második differenciálegyenlet karakterisztikus egyenlete 
2 
AZ T- [e] — Ü, 
e 
ennek gyökei 4), — 1 I, így a differenciálegyenlet megoldása 


. gt 
XYíx) — BcosZx4Csin x. 
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Az eredeti parciális differenciálegyenletet kielégítő függvény 
tehát 


ulx,t) — AÁGIT(r) — [doccAuhosin É a] Ae—-őtt 


(4 Ül 
— bp c0—xtÉsin — x] ezér 
c C 


ahol x, 48—D és 4C5 E ismeretlen állandók. Ezeket a kezdeti 
feltételekből határozzuk meg. 
Mivel uí0, 11—0, ezért 


ü — De-Tt 


ami csak úgy lehetséges, ha D—0. Mivel uí(/ ()—0 és 5-0, 
ezért 


.űt a 
ú7 E [in Bi eft 
C 
A háromtényezős szorzat első és harmadik tényezője nem lehet 
ú, ezért 
[ íz Laj ar jr 
51n—liz d, ésebből —/7— kr, 
c c 
azaz 


a kic 
KT : 


y 


ahol £— 1, 2, ... . (k nem lehet 0, mert ekkor x—ű volna, ami 
lehetetlen.) Mivel a végtélén sok értéket vehet fel, célszerű 
indexszel ellátni 


Mk bei TETT] 


4 


A differenciálegyenletet és a kerületi feltételeket kielégítő meg- 
oldások tehát 


ux(x,t) — E, [sin 2 a] (eset), k 1, 2, ... 
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alakúak. Mivel a difterenciálegyenlet homogén, ezért a parti- 
kuláris megoldások összege is megoldás, és így a differenciál: 
egyenlet megoldása az 


Ut) z Sutxt) s DX Epevétsin 2 x 
kz1 kmi Li 
függvénysor. A még ismeretlen E, együtthatókat a kezdeti fel- 
tételből számítjuk ki. Minthogy £—0 esetében 
UCx, 0) — A(0), 
ezért 


na . . ra ; K 
fix] s S E,sin ÉL x - S E,sin E x. 
kE1 c k-1 t 


Az E, együtthatókat azonnal le tudnánk olvasni, ha az adott 
fix függvényt tiszta szinuszos Fourier-sorba tudnánk fejteni. 
Hogy ezt megtehessük, ffx) értelmezési tartományát ki kell 
terjesztenünk, Legyen tehát a 0ExE? intervallumban adott 
f(x) függvény a —/S0£/ intervallumban páratlan függvény 
(f(x) grafikonját az origóra tükrözzük) és egyébként 2/ szerint 
periodikus (az alapintervallumban levő grafikont ismételjük). 
Ha ezt a függvényt Fourter-sorba fejtjük, tiszta szinuszos sort 
kapunk, legyen ez 


f(x) — ba be sin E X. 
k-E1 tj 
Ebből következik, hogy 
E. eri Du. 
Összefoglalva: a hővezetés 
Ön, Ön 
dt 7 öx 
differenciálegyenletének az 
u(0, 10, ui thsü 
kerületi és 


ulx, 0) — f(x) 
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kezdeti feltételeknek éléget tevő megoldása 
id ME fla 
U(x.tY— XEe ÉT sin Ex 
kill 


alakú, ahol az E, együtthatók a 2/ szerint periodikus páratlan 
Fox) függvény Fourier-sorának együtthatót. 

A hővezetés differenciálegyenletének a megoldása akkor is 
egyszerű, ha a kerületi feltételeket úgy általánosítjuk, hogy 
a rúd két végpontját valamilyen u, , ill. ts hőmérsékleten tartjuk. 

Legyen tehát 


u(0 ty zi, uill1Y7— u, 
nix, 0) — f(x. 

A megoldást ebben az esetben összegalakban keressük: 
unix, :)z vé) b wíx,t), 


ahol a v függvény csak az x helytől függ. Válasszuk v-t és w-t 
úgy, hogy külön-külön kielégítsék a differenciálegyenletünket. 
Ekkor 


0 , dv 


zt 9x? 
mert v nem füge r-től, ul. 


dw éw 


EY TEÉS 
Az első differenciálegyenlet megoklása 
dv 
— sz A, 
dx 
v s Axi B. 


Az A és B integrációs állandókat úgy kell megválasztanunk, 
hogy a kerületi feltételek teljesüljenek, azaz 


D(0— tj, VÍ) — uz 
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legyen. Ekkor 
nm - B, u. — AZ B, 
és ebből 


4.— B Ho— Hy 
B-n, 4Az EL, 


pg 
A differenciálegyenletet és a kerületi feltételeket kielégítő 
függvény tehát 





víxi s 55 -xtt 
alakú. Ezek után a wí(x, ?) függvény úgy határozandó meg, 
hogy a diflerenciálegyenlet kielégítésén kívül 

wi0, fp —wíl,r)— b 


legyen, mert ekkor a megkívánt kerületi feltételek 15 teljesül- 
nek, hiszen 


nt0, 2) — v(0--wíl, f) — 6--Ü sz ty, 

uti, rt) olbytwit ft) — ú5t0 — ta. 
A kezdeti feltétel 

ulx, 0) — Ax) 


volt. Mivel 

ulx, t) — v(xr)3-wix, ft), 
ezért 

utx, 0) — ff) — vüj twíx, 0), 
amiből 


wíix, 0) — f(xj—víx. 


Ezek alapján wíx,r) meghatározása ugyanúgy történik, 
mint az előző esetben az u(x, t) meghatározása, csak az együtt- 
hatók meghatározásához nem az f(x) hanem az f(x)—mix) 
függvényt kell Fourier-sorba fejteni. 
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Gyakorló feladat 


Tekintsük egy l0ecm hosszú, homogén izotróp rudat. Legyen c-l, 
a (sú időpontban az egész rúd hőmérséklete 100 "€, és helyezzük a rúd 
két végét olvadó jégbe. Milyen függvény írja le a rúd lehűlési folyamatát? 
Esetünkben a 


di (di 
dr dx? 


differenciálegyenletnek azt az w(x, t) megoldását keressük, amely eléget 
tesz az 


uréx, h s 100 
kezdeti és az 
utÜ, 19 — Ú, G(10 7) 7-0 


kerületi feltételeknek. 
ÁZ 





s ELV ek 
UG hsz z Ee CT) sin 


alakú megoldás felírásához szükségünk van az adott f(xi-100,0sxzi10 
függvény tiszta szinuszos Főourier-sorára. Tetrjesszük ki céljainknak MEg- 
felelő módon f(x) értelmezési tartományát úgy, hogy 


100, ha 0 - x z 10, 
— 10, ha —-10-—x-0, 
Ü, ha xzú xz:10, 
fex) — f(x 20) 


HiX) — 





26. ábra 
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legyen. Ezzel egy 2 szerint periodikus páratlan függvényt kaptunk 
(26. ábrak. A függvény ném fölytönös, de — ézt Ilt nem részletezzük — 
Főurier-sorba feitnető. Az együtthatók kiszámításánál először felhasz- 
náljuk, hogy /(x) páratlan, majd parciálisan integrálunk. 


1 £ kr I krt 
E - — — 100 sin —— x dr --— § 100 5sin-— x dx — 
h. 1 A lű o 10 
j? 5 km . jú kr 1" 
— — 100 sin ar dr — 20[- costs en 
10 lú kn 10 1 





ki 


ZAK) 
- eg e95knt Ét - 
ü, ha £ — 2. 


a üü 
, ha kk — 3m—I, 
nm 


Így a megoldás 
4 .(3m-gtözt, — (2m—lim 


Lé fh pztttttlllnáue tl lú ——— — —— Yv sz 
be 2) vé m-t vat 10 fi 
d am, ft ji .453 , 
-l 18 $íh— x-re MI s$mMh— xx 
m 10 3 10 


Ela mr 
-hH— ege IM 5sin-— gt... [. 
5 Dr.) 


Kiadja a Műszaki Könyvkiadó 

Felelős kiadó; Bérczi Sándor ügyvezető Igazgató 
Felelős szerkesztő: Nagy Borbala okl. villamosmérnök 
Az 6. kiadást gondozta: Halmos Mária 

Műszaki vezető: Abonyi Ferenc 

Múszaki szerkesztő: Szigeti Róbertné 

A boritót tervezte: Kováts Tibor 

A könyv formátuma; Fró5 

Terjedelem: Í7 25 (AZ íV 

Papír minősége: 70 g ofszet 

Azonossági szárn: 10442 

Készült az MSZ D601:1983 és 5002: 1983 szermit 
Az 5. kiadas változatlan utánnyomása 


Nyomta és kötötte a Sylvester János Nyomda 
Felelős vezető: Varró Attila ügyvezető igazgató 


Az v 1 Pí(xy-ü homogén lineáris differenciálegyenlet megoldása: 


y— cerÍponar 


Az yb PíxyyzÜíx inhomogén lineáris differenciálegyenlet 
mepüldása: 
y — eÍrever forget de4€), 


A másodrendű lincáris inhomogén differenciálegyenlet általános 
mégoldása 


Yy- Ft 


alakú, ahol Y a homogén egyenlet általános, ya az inhomogén 
egyenlet egy partikuláris megoldása. 


. Az ay a by 4-ry—ü diflerenciálegyenlet általános megoldása: 


y zo cette etrs, ha H-dra-(, 
yz- este tere, ha H8$-—4rca—ú, 
y — e7"(e cos Axit-cssin Bod, ha 41—dac -- 0. 
Az Vtv keyef(x) differenciálegyenlet általános megoldása: 
y s eeyiteszntk lopták) y, ahol 


— ya f(x) J nftx 
kh)  ——zedr, kalxysz — ES ex. 
e) J yJ4—gayi Ta falx) PyJ4—Jgayi ki 


